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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ïî ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

ðåøåíèÿ

8 êëàññ

1. Ðåøèòå ðåáóñ (îäèíàêîâûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûì - ðàç-

íûå)

MSU + MSU + MSU + MSU + OLYMP + OLYMP = MOSCOW

Îòâåò:C = 5, L = 7, M = 1, O = 9, P = 2, S = 4, U = 3, W = 6, Y = 0, 143 + 143 +
143 + 143 + 97012 + 97012 = 194596.

Ðåøåíèå:

2. a) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåéN = 100 . . . 0︸ ︷︷ ︸
999

, íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷íûìè

êâàäðàòàìè (ò.å. êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). b) ... íå ÿâëÿþùèõñÿ íè òî÷íûìè

êâàäðàòàìè, íè òî÷íûìè êóáàìè.

Îòâåò:à) 750000; á) 666333 .

Ðåøåíèå:N = 2999 · 5999, äåëèòåëè N èìåþò âèä 2m · 5n, ãäå 0 6 m,n 6 999. Âñåãî
ïîëó÷àåòñÿ 1000 × 1000 = 1000000 äåëèòåëåé. Èç íèõ ïîëíûìè êâàäðàòàìè áóäóò òå,

â êîòîðûõ m è n � ÷åòíûå, òàêèõ áóäåò 500 × 500 = 250000, ñëåäîâàòåëüíî 750000

äåëèòåëåé íå áóäóò òî÷íûìè êâàäðàòàìè.

á) Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè òî÷íûõ êóáîâ áóäóò è ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ åùå è òî÷íûìè êâàä-

ðàòàìè. Ýòî â òî÷íîñòè ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ òî÷íûìè 6 ñòåïåíÿìè. Èõ êîëè÷åñòâî

ñ÷èòàåì àíàëîãè÷íî ïóíêòó à).

3. Áëîõà ïðûãàåò ïî ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðè÷åì äëèíà êàæäîãî ïðûæêà íå ìîæåò áûòü

ìåíüøå n. Îíà íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò è õî÷åò ïîáûâàòü âî âñåõ
öåëûõ òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [0, 2013] (è òîëüêî â íèõ!) ðîâíî ïî îäíîìó

ðàçó. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì çíà÷åíèè n ýòî ó íåå ïîëó÷èòñÿ?

Îòâåò:n = 1006.

Ðåøåíèå:Ïðè n = 1006 ìîæíî ïîñòðîèòü ïóòü

0→ 1007→ 1→ 1008→ . . .→ 1005→ 2012→ 1006→ 2013.

Äîêàæåì, ÷òî n íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1006. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì n > 1007.
Òîãäà â òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé 1007 ìîæíî ïîïàñòü òîëüêî èç íà÷àëà îòðåçêà (òî÷êè 0).

Íî åñëè áëîõà ïðûãíåò îòòóäà â òî÷êó 1007, òî îáðàòíî ïðûãíóòü îíà óæå íå ìîæåò,

ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà çàêîí÷èòü ñâîé ïóòü â ýòîé òî÷êå è íå ïîáûâàåò â äðóãèõ

òî÷êàõ îòðåçêà.

4. Ðåøèòü ñèñòåìó


x2 − 2y + 1 = 0;

y2 − 4z + 7 = 0

z2 + 2x− 2 = 0.



Îòâåò:x = −1, y = 1, z = 2.

Ðåøåíèå:Ñëîæèâ âñå òðè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì x2 − 4x + y2 − 2y + z2 − 4z + 6 = 0.
Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû, ïîëó÷èì (x+ 1)2 + (y − 1)2 + (z − 2)2 = 0, îòêóäà x = −1,
y = 1, z = 2. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî óêàçàííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì

ñèñòåìû.

5. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî 9�çíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ êàæäàÿ öèôðà îò 1 äî 9 âñòðå÷àåòñÿ

ðîâíî 1 ðàç, öèôðû 1,2,3,4,5 ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, à öèôðà 6 ñòîèò

ðàíüøå öèôðû 1 (íàïðèìåð 916238457).

Îòâåò:504

Ðåøåíèå:Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ðàññòàíîâêè öèôð 7,8,9, îñòàëüíûå öèôðû ñòàâÿòñÿ îä-

íîçíà÷íî. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë ðàâíî 7 · 8 · 9 = 504.

6. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD è âûáðàíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1, òàêèå, ÷òî òî÷êà A
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêàDD1, òî÷êàB � ñåðåäèíîéAA1, òî÷êà C � ñåðåäèíîéBB1

è òî÷êà D � ñåðåäèíîé CC1. à) Äîêàæèòå, ÷òî A1B1C1D1 � òîæå ïàðàëëåëîãðàìì.

á) Íàéäèòå åãî ïëîùàäü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî S(ABCD) = 1.

Îòâåò:á)5

Ðåøåíèå:
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à) Èç ñâîéñòâ ïàðàëëåëîãðàììà ñëåäóåò, ÷òî AB = CD, ∠BAD1 = 180◦ − ∠BAD =
180◦ − ∠BCD = ∠DCB1, AD1 = AD = BC = CB1. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè

4ABD1 è 4CBD1 ðàâíû. Ïîñêîëüêó CC1 = 2CD = 2AB = AA1, òî ðàâíû òðåóãîëü-

íèêè 4CC1B1 è 4AA1D1. Ñëåäîâàòåëüíî A1D1 = B1C1, àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî A1B1 = C1D1. Åñëè ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû 4�óãîëüíèêà ðàâíû, òî ýòî � ïà-

ðàëëåëîãðàìì.

á) Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè 4ABC è 4ABD1 ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû èõ

ïëîùàäè. Òðåóãîëüíèêè 4ABD1 è 4A1BD1 èìåþò îáùóþþ âûñîòó D1H è ðàâíûå



îñíîâàíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåëèêè. Òàêèì îáðàçîì, S(4AA1D1) = 1. Ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî S(4BB1A1) = S(4CC1B1) = S(4DD1C1) = 1. Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì
S(A1B1C1D1) = 5.

7. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè øàõìàòíûé ôåðçü ìîæåò ïðîéòè ñ ïîëÿ d1 íà ïîëå
h8, åñëè åìó ðàçðåøàåòñÿ õîäèòü òîëüêî âïðàâî, ââåðõ èëè ïî äèàãîíàëè âïðàâî�ââåðõ
íà ëþáîå ÷èñëî êëåòîê?
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Îòâåò:39625

Ðåøåíèå:Ïîñëåäîâàòåëüíî (íà÷èíàÿ ñ d1) íàéäåì êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûì ìîæ-

íî ïðîéòè â êàæäóþ êëåòêó. Â d1 ñòàâèì 1, à êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ

ñóììèðîâàíèåì ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïî ñòîëáöó ñíèçó, ïî ñòðîêå ñëåâà è ïî äèàãîíàëè

ñëåâà�ñíèçó. Òîãäà â h8 áóäåò ñòîÿòü ÷èñëî 39625.


