
Материалы заданий отборочного этапа олимпиады школьников 

«Ломоносов» по математике за 2013/2014 учебный год 

Тур 1 

Участник олимпиады получал две разминочные задачи (каждая оценивалась в 1 

балл) и десять задач основного задания (первые две задачи оценивались в 9 баллов, 

остальные – в 10 баллов). Таким образом, максимально возможная сумма баллов – 100. 

При этом каждая из указанных задач предлагалась в нескольких вариантах. 

Подбор задач для каждого участника производился случайным образом, в результате 

чего варианты заданий у всех были разные. 

Задание для разминки 

1. Найдите больший корень уравнения 2 4 3 0x x   . 

Ответ: 1 . 

2. Две стороны прямоугольного треугольника равны 5 и 4. Какое наименьшее 

значение может принимать третья сторона? 

Ответ: 3.  

 

Основное задание 

(первое число в номере задачи – порядковый номер задачи;  

второе число – номер варианта) 

1.1. Шариковая ручка стоит 10 рублей, гелевая – 50 рублей, а перьевая – 80 рублей. 

Какое наибольшее количество гелевых ручек можно купить при условии, что всего нужно 

купить ровно 20 ручек и среди них должны быть ручки всех трех типов, а истратить на них 

нужно ровно 1000 рублей? 

Ответ: 13. Решение. Если куплено x шариковых ручек, y – гелевых и z – перьевых, то 

имеем два уравнения: 20x y z   ; 10 50 80 1000x y z    (или 5 8 100x y z   ). Вычитая 

из второго уравнения первое, получим 4 7 80y z  . Отсюда следует, что z должно делиться 

на 4, т. е. 4z n . Значит, 4 7 4 80y n   , т. е. 20 7y n  . Соответственно 20 3x y z n    . 

Положительные решения получаются при 1n   и 2n  . В итоге решением являются две 

тройки целых чисел:  3,13, 4  и  6, 6, 8 . Наибольшее возможное y равно 13. 

 



1.2. Шариковая ручка стоит 10 рублей, гелевая – 40 рублей, а перьевая – 60 рублей. 

Какое наибольшее количество шариковых ручек можно купить при условии, что всего нужно 

купить ровно 15 ручек и среди них должны быть ручки всех трех типов, а истратить на них 

нужно ровно 500 рублей? 

Ответ: 6. Комментарии. Решением являются две тройки целых чисел  6, 5, 4  и 

 4,10,1 . 

 

1.3. Шариковая ручка стоит 10 рублей, перьевая – 60 рублей, а гелевая – 70 рублей. 

Какое наибольшее количество перьевых ручек можно купить при условии, что всего нужно 

купить ровно 25 ручек и среди них должны быть ручки всех трех типов, а истратить на них 

нужно ровно 1000 рублей? 

Ответ: 9. Комментарии. Решением являются две тройки целых чисел  11, 9, 5  и 

 12, 3,10 . 

 

1.4. Шариковая ручка стоит 10 рублей, гелевая – 30 рублей, а перьевая – 60 рублей. 

Какое наибольшее количество шариковых ручек можно купить при условии, что всего нужно 

купить ровно 20 ручек и среди них должны быть ручки всех трех типов, а истратить на них 

нужно ровно 500 рублей? 

Ответ: 11. Комментарии. Решением являются две тройки целых чисел  11, 5, 4  и 

 8,10, 2 . 

 

2.1. Найдите наименьшее значение a, при котором сумма квадратов корней уравнения 

2 23 0x ax a    равна 0,28. 

Ответ: 0,2  Решение. По теореме Виета    
2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 22 3 2 7x x x x x x a a a       . 

По условию 2 28
7

100
a  , отсюда 2 1

25
a   и 0,2a   . Важно при этом, что при 0,2a    

дискриминант 2 2 29 4 5 0D a a a    . 

 



2.2. Найдите наименьшее значение a, при котором сумма квадратов корней уравнения 

2 23 0x ax a    равна 2,52. 

Ответ: 0,6   

 

2.3. Найдите наименьшее значение a, при котором сумма квадратов корней уравнения 

2 24 2 0x ax a    равна 1,08. 

Ответ: 0,3   

 

2.4. Найдите наименьшее значение a, при котором сумма квадратов корней уравнения 

2 24 0x ax a    равна 2,24. 

Ответ: 0,4   

 

3.1. Плоскость, параллельная основанию четырехугольной пирамиды объема 81, 

отсекает от нее пирамиду объема 3. Найдите объем пирамиды, четыре вершины которой 

совпадают с вершинами сечения, а пятая лежит в плоскости основания большей пирамиды. 

Ответ: 6. Решение. Если обозначить первый данный в условии объем V, а второй v (в 

данном случае 81V  , 3v  ), то большая пирамида и меньшая пирамида подобны с 

коэффициентом подобия 3
V

v
. Поэтому высота H большей пирамиды относится к высоте h 

меньшей как 3
V

v
. Так как  высоте пирамиды, объем которой нужно найти, равна H h , то 

3 1
H h V

h v


  . Значит, объем искомой пирамиды равен 3 1

V
v

v

 
  

 
. 

 

3.2. Плоскость, параллельная основанию четырехугольной пирамиды объема 54, 

отсекает от нее пирамиду объема 16. Найдите объем пирамиды, четыре вершины которой 

совпадают с вершинами сечения, а пятая лежит в плоскости основания большей пирамиды. 

Ответ: 8. 

 



3.3. Плоскость, параллельная основанию четырехугольной пирамиды объема 27, 

отсекает от нее пирамиду объема 8. Найдите объем пирамиды, четыре вершины которой 

совпадают с вершинами сечения, а пятая лежит в плоскости основания большей пирамиды. 

Ответ: 4. 

 

3.4. Плоскость, параллельная основанию четырехугольной пирамиды объема 54, 

отсекает от нее пирамиду объема 2. Найдите объем пирамиды, четыре вершины которой 

совпадают с вершинами сечения, а пятая лежит в плоскости основания большей пирамиды. 

Ответ: 4. 

 

4.1. Дана функция   1 2f x x   . Сколько корней имеет уравнение 

     1
... ...

2
f f f f x  , в котором функция  f  берется 2013 раз? 

Ответ: 4030. Решение. Рассматривая график функции f (см. рис. 1), приходим к 

выводу, что    1 1f x f x    и    1 2 1f x f x    . Поэтому график функции   f f x  

имеет вид как на рис. 2. 

 

   Рис. 1         Рис. 2 

Уравнение   
1

2
f f x   имеет 8 решений. Заметим, что между лучами 4y x   , 

4x    и 3y x  , 3x   находится ровно три треугольника, длины оснований которых 

равны 2, а высоты – 1. Следующая подстановка    f f f x  меняет график следующим 

образом: лучи 4y x   , 4x    и 3y x  , 3x   перейдут в лучи 5y x   , 5x    и 

4y x  , 4x  , а между ними появится еще один треугольник, длина основания которого 



равна 2, а высота – 1. Поэтому уравнение    
1

2
f f f x   имеет 10 решений. Каждая 

следующая подстановка  ...f  меняет график функции аналогично: сдвигает на 1 крайние 

лучи влево и вправо соответственно и добавляет между лучами еще один треугольник, длина 

основания которого равна 2, а высота – 1. Таким образом, начиная с функции   f f x , 

каждая следующая подстановка  ...f  увеличивает количество решений предыдущего 

уравнения на два. Получаем, что если применить функцию 2013 раз, то количество корней 

такого уравнения равно 8 2 2011 4030   . 

 

4.2. Дана функция   2 4f x x   . Сколько корней имеет уравнение 

    ... ... 1f f f f x  , в котором функция  f  берется 2014 раз? 

Ответ: 4032. 

 

4.3. Дана функция   1,5 3f x x   . Сколько корней имеет уравнение 

    ... ... 0,5f f f f x  , в котором функция  f  берется 2012 раз? 

Ответ: 4028. 

 

4.4. Дана функция   2,5 5f x x   . Сколько корней имеет уравнение 

    ... ... 1f f f f x  , в котором функция  f  берется 2015 раз? 

Ответ: 4034. 

 

5.1. Укажите целое число, ближайшее к числу 

2012 2013 2011 2010 2011 2009 ... 2 3 1         . 

Ответ: 31. Решение. Данное в условии число равно 

4024 2 2013 2011 4010 2 2011 2009 ... 4 2 3 1

2

        
  



     
2 2 2

2013 2011 2011 2009 ... 3 1

2

     
  

2013 2011 2011 2009 ... 3 1

2

     
  

2013 1

2


 . 

Так как 
2013 1 2012 2012 4024

30,7
64 1,5 1312 2013 2 2


   

 
, и 

2013 1 2012 2012 503
31,5

63 1 162 2013 2 2


   

 
, то искомое целое число равно 31.  

 

5.2. Укажите целое число, ближайшее к числу 

10000 10001 9999 9998 9999 9997 ... 2 3 1         . 

Ответ: 70. 

 

5.3. Укажите целое число, ближайшее к числу 

20000 20001 19999 19998 19999 19997 ... 2 3 1         . 

Ответ: 99. 

 

5.4. Укажите целое число, ближайшее к числу 

5000 5001 4999 4998 4999 4997 ... 2 3 1         . 

Ответ: 49. 

 

6. Треугольник LOM с углом LOM     повернули на некоторый острый угол 

вокруг точки O. При этом точка L переходит в точку N, лежащую на стороне LM, а точка M – 

в такую точку K, что OM NK . Найдите угол поворота (в градусах). 

Примечание: В разных вариантах задавались разные значения для  : 21, 24, 27, 33, 

39, 42, 48, 51, 54, 57, 63, 66, 69, 72, 78. 



Ответ: 
2

3
 . Решение. Обозначим угол поворота через  . Тогда LON MOK    . 

Так как ON OL  (свойство поворота), то 

90
2

OLN ONL


    .  

Кроме того, 90
2

ONK OLN


     (следствие 

равенства LOM  и NOK ).  

Поэтому 
2

NOP


  . Это означает, что 
3

2


  , то есть 

2

3


  . 

 

7.1. Найдите количество всех целочисленных решений неравенства 

1 sin 3cos 6 sin 0
4 2 4

x x x  
     , принадлежащих отрезку  1991; 2013 .  

Ответ: 8. Решение. Обозначив sin
4

x
t


 , получим  21 3 1 2 6t t t     , или 

26 2 6t t t    . При неотрицательных t получаем 2 26 2 6t t t   , или 2t   , то есть 

решений нет. При 0t   условие 26 2 0t t    дает 
1

2
t   . Таким образом, получаем 

решение 
1

sin
4 2

x
  , откуда 

5
2 2

6 4 6

x
k k

  
       , или 

10 2
8 8

3 3
k x k      .  

Целые решения: 5 8k , 6 8k , 7 8k . Из заданного промежутка в ответ войдут: 1991, 

1997, 1998, 1999, 2005, 2006, 2007, 2013 – 8 чисел. 

 

7.2. Найдите количество всех целочисленных решений неравенства 

3cos cos 1 6 cos 0
2 4 4

x x x  
     , принадлежащих отрезку  1991; 2013 .  

Ответ: 9. Комментарии. Решение неравенства: 
8 16

8 8
3 3

k x k    . Из заданного 

промежутка в ответ войдут: 1995, 1996, 1997, 2003, 2004, 2005, 2011, 2012, 2013 – 9 чисел. 

 



7.3. Найдите количество всех целочисленных решений неравенства 

1 sin 3cos 6 sin 0
4 2 4

x x x  
     , принадлежащих отрезку  1991; 2013 .  

Ответ: 9. Комментарии. Решение неравенства: 
2 10

8 8
3 3

k x k    . Из заданного 

промежутка в ответ войдут: 1993, 1994, 1995, 2001, 2002, 2003, 2009, 2010, 2011 – 9 чисел. 

 

7.4. Найдите количество всех целочисленных решений неравенства 

3cos cos 1 6 cos 0
2 4 4

x x x  
     , принадлежащих отрезку  1991; 2013 .  

Ответ: 9. Комментарии. Решение неравенства: 
4 4

8 8
3 3

k x k     . Из заданного 

промежутка в ответ войдут: 1991, 1992, 1993, 1999, 2000, 2001, 2007, 2008, 2009 – 9 чисел. 

 

8.1. Найдите площадь фигуры, заданной на координатной плоскости неравенством 

  2 22 2 x y x y x     . 

Ответ: 15. Решение. В области над графиками функций 2y x  и 2y x   исходное 

неравенство принимает вид 2 x y  . В области под графиками функций 2y x  и 2y x   

исходное неравенство принимает вид 2 x y   , т. е. 2y x  . В области, лежащей над 

графиком функции 2y x   и под графиком функции 2y x , исходное неравенство имеет 

вид 22 x x  .  

Поэтому точки  ,x y , удовлетворяющие данному 

неравенству, образуют на координатной плоскости 

трапецию ABCD, ограниченную прямыми 2y x   , 

2y x  , 2x    и 1x   (см. рисунок), вершины которой 

находятся в точках  2; 4  ,  2; 4 ,  1;1  и  1; 1 .  

Так как 8AB   , 2CD  , а высота трапеции равна 3, то искомая площадь равна 

8 2
3 15

2


  . 

 



8.2. Найдите площадь фигуры, заданной на координатной плоскости неравенством 

  2 22 3 2x y x y x     . 

Ответ: 40. 

 

8.3. Найдите площадь фигуры, заданной на координатной плоскости неравенством 

2 22 2 4 2y x y x x     . 

Ответ: 7,5. 

 

8.4. Найдите площадь фигуры, заданной на координатной плоскости неравенством 

 2 22 2 4 2y x y x x     . 

Ответ: 30. 

 

9.1. Первоклассница Маша, заходя в школу, каждый раз поднимается на школьное 

крыльцо по лестнице, имеющей 10 ступенек. Находясь внизу лестницы или на очередной ее 

ступеньке, она может либо подняться на следующую ступеньку, либо перепрыгнуть через 

одну ступеньку вверх (перепрыгнуть через две или более ступенек Маша пока не может). 

Какое минимальное количество раз Маше нужно зайти в школу, чтобы подняться на 

крыльцо всеми возможными способами? 

Ответ: 89. Решение. Заметим, что на крыльцо из одной ступеньки Маша может 

подняться одним способом, а на крыльцо из двух ступенек – двумя: либо наступив на 

каждую ступеньку, либо, перешагнув через первую ступеньку, попасть сразу на вторую. 

Пусть na  – количество способов, которыми Маша может подняться на крыльцо, 

имеющее n ступенек. Так как на n-ю ступеньку Маша может подняться либо с  1n -й 

ступеньки, либо с  2n -й ступеньки, то 2 1n n na a a   .  

Последовательно вычисляем: 1 1a  , 2 2a  , 3 1 2 3a    , 4 2 3 5a    , 5 3 5 8a    , 

6 5 8 13a    , 7 8 13 21a    , 8 13 21 34a    , 9 21 34 55a    , 10 34 55 89a    .  

Заметим, что числа, построенные по правилу 0 0F  , 1 1F  , 2 1n n nF F F     2n  , 

называются числами Фибоначчи. Таким образом, 1n na F  . 



9.2. Первоклассница Маша, заходя в школу, каждый раз поднимается на школьное 

крыльцо по лестнице, имеющей 9 ступенек. Находясь внизу лестницы или на очередной ее 

ступеньке, она может либо подняться на следующую ступеньку, либо перепрыгнуть через 

одну ступеньку вверх (перепрыгнуть через две или более ступенек Маша пока не может). 

Какое минимальное количество раз Маше нужно зайти в школу, чтобы подняться на 

крыльцо всеми возможными способами? 

Ответ: 55. 

 

9.3. Первоклассница Маша, заходя в школу, каждый раз поднимается на школьное 

крыльцо по лестнице, имеющей 11 ступенек. Находясь внизу лестницы или на очередной ее 

ступеньке, она может либо подняться на следующую ступеньку, либо перепрыгнуть через 

одну ступеньку вверх (перепрыгнуть через две или более ступенек Маша пока не может). 

Какое минимальное количество раз Маше нужно зайти в школу, чтобы подняться на 

крыльцо всеми возможными способами? 

Ответ: 144. 

 

9.4. Первоклассница Маша, выходя из школы, каждый раз спускается со школьного 

крыльца по лестнице, имеющей 10 ступенек. Находясь вверху лестницы или на очередной ее 

ступеньке, она может либо спуститься на следующую ступеньку, либо перепрыгнуть через 

одну ступеньку вниз (перепрыгнуть через две или более ступенек Маша пока не может). 

Какое минимальное количество раз Маше нужно выйти из школы, чтобы спуститься с 

крыльца всеми возможными способами? 

Ответ: 89. 

 

9.5. Первоклассница Маша, выходя из школы, каждый раз спускается со школьного 

крыльца по лестнице, имеющей 9 ступенек. Находясь вверху лестницы или на очередной ее 

ступеньке, она может либо спуститься на следующую ступеньку, либо перепрыгнуть через 

одну ступеньку вниз (перепрыгнуть через две или более ступенек Маша пока не может). 

Какое минимальное количество раз Маше нужно выйти из школы, чтобы спуститься с 

крыльца всеми возможными способами? 

Ответ: 55. 

 



9.6. Первоклассница Маша, выходя из школы, каждый раз спускается со школьного 

крыльца по лестнице, имеющей 11 ступенек. Находясь вверху лестницы или на очередной ее 

ступеньке, она может либо спуститься на следующую ступеньку, либо перепрыгнуть через 

одну ступеньку вниз (перепрыгнуть через две или более ступенек Маша пока не может). 

Какое минимальное количество раз Маше нужно выйти из школы, чтобы спуститься с 

крыльца всеми возможными способами? 

Ответ: 144. 

 

10.1. Найдя какой-нибудь многочлен шестой степени 6 5

1 5 6...x a x a x a     с целыми 

коэффициентами, одним из корней которого служит число 32 5 , впишите в ответ сумму 

его коэффициентов 1 2 6...a a a   .  

Ответ: 47 . Решение. 32 5x     
3

2 5x    3 23 2 3 2 2 2 5x x x       

 3 26 5 3 2 2x x x          
2 2

3 26 5 3 2 2x x x       

     
2 2

3 2

6 6 5 2 3 2P x x x x      . При этом сам многочлен в явном виде получать не 

нужно (для справки заметим, что это многочлен 6 4 3 26 10 12 60 17x x x x x     ), так как нам 

нужна сумма:   2 2

1 6 6... 1 1 2 2 5 1 47a a P          . 

 

10.2. Найдя какой-нибудь многочлен шестой степени 6 5

1 5 6...x a x a x a     с целыми 

коэффициентами, одним из корней которого служит число 32 5 , впишите в ответ сумму 

его коэффициентов 1 2 6...a a a   .  

Ответ: 93.  

 

10.3. Найдя какой-нибудь многочлен шестой степени 6 5

1 5 6...x a x a x a     с целыми 

коэффициентами, одним из корней которого служит число 32 3 , впишите в ответ сумму 

его коэффициентов 1 2 6...a a a   .  

Ответ: 49.  

 



10.4. Найдя какой-нибудь многочлен шестой степени 6 5

1 5 6...x a x a x a     с целыми 

коэффициентами, одним из корней которого служит число 32 3 , впишите в ответ сумму 

его коэффициентов 1 2 6...a a a   .  

Ответ: 35 .  

 

10.5. Найдя какой-нибудь многочлен шестой степени 6 5

1 5 6...x a x a x a     с целыми 

коэффициентами, одним из корней которого служит число 33 5 , впишите в ответ сумму 

его коэффициентов 1 2 6...a a a   .  

Ответ: 84 .  

 

10.6. Найдя какой-нибудь многочлен шестой степени 6 5

1 5 6...x a x a x a     с целыми 

коэффициентами, одним из корней которого служит число 33 5 , впишите в ответ сумму 

его коэффициентов 1 2 6...a a a   .  

Ответ: 116.  



Материалы заданий отборочного этапа олимпиады школьников 

«Ломоносов» по математике за 2013/2014 учебный год 

Тур 2 

Участник олимпиады получал две разминочные задачи (каждая оценивалась в 1 

балл) и десять задач основного задания (первые две задачи оценивались в 9 баллов, 

остальные – в 10 баллов). Таким образом, максимально возможная сумма баллов – 100. 

При этом каждая из указанных задач предлагалась в нескольких вариантах. 

Подбор задач для каждого участника производился случайным образом, в результате 

чего варианты заданий у всех были разные. 

Задание для разминки 

1. Найдите 20% от 6. 

Ответ: 1,2. 

2. Найдите периметр прямоугольника, если сумма длин его различных трёх сторон 

может равняться 6 или 9. 

Ответ: 10. Комментарии: прямоугольник со сторонами 1, 1, 4, 4. 

 

Основное задание 

(первое число в номере задачи – порядковый номер задачи;  

второе число – номер варианта) 

 

1.1. Сколько страниц в книжке, если для полной нумерации ее страниц (от первой до 

последней) потребовалось 708 цифр? 

Ответ: 272. Решение. Однозначными и двузначными числами занумеровано 99 

страниц – на это ушло 9 1 90 2 189     цифр. Значит, осталось 708 189 519   цифр, 

которыми записано 519:3 173  трехзначных числа.  

 

1.2. Сколько страниц в книжке, если для полной нумерации ее страниц (от первой до 

последней) потребовалось 900 цифр? 

Ответ: 336. 



 

1.3. Сколько страниц в книжке, если для полной нумерации ее страниц (от первой до 

последней) потребовалось 804 цифры? 

Ответ: 304. 

 

1.4. Сколько страниц в книжке, если для полной нумерации ее страниц (от первой до 

последней) потребовалось 996 цифр? 

Ответ: 368. 

 

2.1. Найдите сумму всех таких целых значений a, принадлежащих отрезку 

 2012; 2013 , при которых уравнение    2 7
3 2 3 0

2

a
a x a x

a


    


 имеет хотя бы одно 

решение. 

Ответ: 2011. Решение. При 3a   решений нет. При остальных a должно быть 

 
  2 3 7

3 0
4 2

a aD
a

a

 
   


. Последнее неравенство (плюс учет условия 3a  ) имеет 

решение      ; 2 1 3;a    . Искомая сумме равна: 

2012 2011 ... 5 4 3 1 4 5 ...2013           3 1 2013     2011 . 

 

2.2. Найдите сумму всех таких целых значений a, принадлежащих отрезку 

 2012; 2013 , при которых уравнение    2 5
1 2 1 0

4

a
a x a x

a


    


 имеет хотя бы одно 

решение. 

Ответ: 2021. 

 

2.3. Найдите сумму всех таких целых значений a, принадлежащих отрезку 

 2012; 2013 , при которых уравнение    2 3
1 2 1 0

6

a
a x a x

a


    


 имеет хотя бы одно 

решение. 

Ответ: 2031. 



2.4. Найдите сумму всех таких целых значений a, принадлежащих отрезку 

 2012; 2013 , при которых уравнение    2 2
2 2 2 0

7

a
a x a x

a


    


 имеет хотя бы одно 

решение. 

Ответ: 2036. 

 

3.1. Из сосуда, до краев наполненного вкусным 100%-м соком, пятиклассница Маша 

за день отпила 1 л сока, а вечером долила в сосуд 1 л воды. На следующий день после 

тщательного перемешивания она выпила 1 л смеси и вечером долила 1 л воды. На третий 

день, снова перемешав смесь, она выпила 1 л этой смеси и вечером долила 1 л воды. Утром 

следующего дня родители выяснили, что объем воды в сосуде на 1,5 л больше объема 

оставшегося сока. Сколько литров сока выпила в итоге Маша? Если ответ на вопрос задачи 

неоднозначен, укажите сумму всех возможных значений искомой величины. 

Ответ: 1,75. Решение. Пусть объем сосуда в литрах равен x. После первого дня в 

сосуде останется  1x   литр сока, после второго дня – 
 

2
1x

x


 литров сока, а после третьего 

дня – 
 

3

2

1x

x


 литров сока. Согласно условию получаем уравнение 

   
3 3

2 2

1 1
1,5

x x
x

x x

 
    

     
3 33 23

1 1
2

x x x x       3 22 9 12 4 0x x x        
2 1

2 0
2

x x
 

   
 

. По условию 

1x  , следовательно 2x   (это объем сосуда), сока осталось 
 

3

2

2 1 1

2 4


  литра. Значит, 

Маша выпила 2 0,25 1,75   литра. 

 

3.2. Из сосуда, до краев наполненного вкусным 100%-м соком, пятиклассница Маша 

за день отпила 0,5 л сока, а вечером долила в сосуд 0,5 л воды. На следующий день после 

тщательного перемешивания она выпила 0,5 л смеси и вечером долила 0,5 л воды. На третий 

день, снова перемешав смесь, она выпила 0,5 л этой смеси и вечером долила 0,5 л воды. 

Утром следующего дня родители выяснили, что объем воды в сосуде на 0,75 л больше 

объема оставшегося сока. Сколько литров сока было первоначально в сосуде? Если ответ на 

вопрос задачи неоднозначен, укажите сумму всех возможных значений искомой величины. 

Ответ: 1. 



3.3. Из сосуда, до краев наполненного вкусным 100%-м соком, пятиклассница Маша 

за день отпила 2 л сока, а вечером долила в сосуд 2 л воды. На следующий день после 

тщательного перемешивания она выпила 2 л смеси и вечером долила 2 л воды. На третий 

день, снова перемешав смесь, она выпила 2 л этой смеси и вечером долила 2 л воды. Утром 

следующего дня родители выяснили, что объем воды в сосуде на 3 л больше объема 

оставшегося сока. Сколько литров сока осталось в сосуде? Если ответ на вопрос задачи 

неоднозначен, укажите сумму всех возможных значений искомой величины. 

Ответ: 0,5. 

 

3.4. Из сосуда, до краев наполненного вкусным 100%-м соком, пятиклассница Маша 

за день отпила 1 л сока, а вечером долила в сосуд 1 л воды. На следующий день после 

тщательного перемешивания она выпила 1 л смеси и вечером долила 1 л воды. На третий 

день, снова перемешав смесь, она выпила 1 л этой смеси и вечером долила 1 л воды. Утром 

следующего дня родители выяснили, что объем оставшегося сока в сосуде на 1,5 л меньше 

объема воды. Сколько литров сока осталось в сосуде? Если ответ на вопрос задачи 

неоднозначен, укажите сумму всех возможных значений искомой величины. 

Ответ: 0,25. 

 

4.1. Точка O является точкой пересечения высот остроугольного треугольника ABC. 

Найдите OC, если 4AB   и 
5

sin
13

C  . 

Ответ: 9,6. Решение. Из подобия треугольников 1ABB  и 1OCB  (здесь 1BB  – высота) 

следует 1

1

tg
BBAB

C
OC CB

  . По условию 
5

sin
13

C  , поэтому 
12

cos
13

C  , 
5

tg
12

C  . Значит, 

4 12
9,6

tg 5

AB
OC

C


   . 

 

4.2. Точка O является точкой пересечения высот остроугольного треугольника ABC. 

Найдите OA, если 6BC   и 
12

sin
13

A  . 

Ответ: 2,5. 



4.3. Точка O является точкой пересечения высот остроугольного треугольника ABC. 

Найдите OC, если 12AB   и 
8

sin
17

C  . 

Ответ: 22,5. 

 

4.4. Точка O является точкой пересечения высот остроугольного треугольника ABC. 

Найдите OA, если 9BC   и 
15

sin
17

A  . 

Ответ: 4,8. 

 

5.1. Среди чисел, превышающих 2013, найдите наименьшее четное число N, при 

котором дробь 
15 7

22 5

N

N




 сократима.  

Ответ: 2144. Решение: Наличие общего множителя у чисел 15 7N   и 22 5N   влечет 

за собой наличие такого же множителя у числа    22 5 15 7 7 2N N N     , а далее 

последовательно у чисел    15 7 2 7 2 11N N N      ,    7 2 7 11 79N N     . Так как 

79 – простое число, то дробь сократима на 79, поэтому 11 79N m  , 11 79N m  . По 

условию N – четное, поэтому 90 158N p  . Нужное значение достигается при 13p  .  

 

5.2. Найдите наибольшее нечетное число N, не превышающее 2013, при котором 

дробь 
15 7

22 5

N

N




 сократима.  

Ответ: 1907. 

 

5.3. Найдите наибольшее четное число N, не превышающее 2013, при котором дробь 

13 10

19 9

N

N




 сократима.  

Ответ: 1910. 

 



5.4. Среди чисел, превышающих 2013, найдите наименьшее нечетное число N, при 

котором дробь 
13 10

19 9

N

N




 сократима.  

Ответ: 2129. 

 

6.1. Найдите площадь фигуры, заданной на координатной плоскости неравенством 

arcsin arccos
3 3

x y
 . В ответе укажите целое число, ближайшее к найденному значению 

площади. 

Ответ: 16. Решение. Область допустимых значений неравенства определяется 

системой 

arcsin 0,
3

arccos 0
3

x

y





 


   
0 3,

3 3.

x

y

 

  

 Если 3 0y   , то arccos arcsin
3 2 3

y x
  . 

Следовательно, весь квадрат  0 3, 3 0x y      площади 9 входит в искомое множество. 

На оставшемся множестве  0 3, 0 3x y     справедливы неравенства 

0 arcsin
3 2

x 
  , 0 arccos

3 2

y 
  , и, так как функция sin t  возрастает при 0;

2
t

 
 
 

, получим 

равносильные неравенства sin arcsin sin arccos
3 3

x y   
   

   
   

2

1
3 3

x y 
  

 
   2 2 9x y  . 

Поэтому здесь в искомое множество входит четверть круга, площадь которой 
23

4

 
.  

Суммарно искомая площадь равна 9 1 16,069...
4

 
  

 
  

 

6.2. Найдите площадь фигуры, заданной на координатной плоскости неравенством 

arcsin arccos
5 5

x y
 . В ответе укажите целое число, ближайшее к найденному значению 

площади. 

Ответ: 45. 



6.3. Найдите площадь фигуры, заданной на координатной плоскости неравенством 

arccos arcsin
8 8

x y
 . В ответе укажите целое число, ближайшее к найденному значению 

площади. 

Ответ: 114. 

 

6.4. Найдите площадь фигуры, заданной на координатной плоскости неравенством 

arccos arcsin
6 6

x y
 . В ответе укажите целое число, ближайшее к найденному значению 

площади. 

Ответ: 64. 

 

7.1. Даны две различные геометрические прогрессии, первые члены которых равны 1, 

а сумма знаменателей равна 3. Найдите сумму пятых членов этих прогрессий, если сумма 

шестых членов равна 573. Если ответ на вопрос задачи неоднозначен, укажите сумму всех 

возможных значений искомой величины. 

Ответ: 161. Решение. Пусть знаменатели прогрессий равны p и q. Согласно условию, 

получаем: 
5 5

3,

573

p q

p q

 


 
. Найти требуется 4 4p q . Обозначив p q a  , pq b , выразим: 

  
2

24 4 2 22 2p q p q pq p q       
2

2 22 2a b b    4 2 24 2a a b b   ;  

  5 5 4 3 2 2 3 4p q p q p p q p q pq q            4 4 2 2 2 2p q p q pq p q p q       

  4 2 2 2 24 2 2a a a b b b a b b        4 2 25 5a a a b b   . 

По условию 
 4 2 2

3,

5 5 573

a

a a a b b




  

   
2

3,

81 45 5 191

a

b b




  
   

2

3,

9 22 0

a

b b




  
. 

Отсюда 11b   или 2b   . Так как система 
3,

11

p q

pq

 



 решений не имеет, то 2b   . 

Поэтому 3a   и 2b   . Значит, 4 4p q  4 2 24 2a a b b    81 72 8 161    . 

 



7.2. Даны две различные геометрические прогрессии, первые члены которых равны 1, 

а сумма знаменателей равна  4 . Найдите сумму пятых членов этих прогрессий, если сумма 

шестых членов равна  724 . Если ответ на вопрос задачи неоднозначен, укажите сумму 

всех возможных значений искомой величины. 

Ответ: 194. 

 

7.3. Даны две различные геометрические прогрессии, первые члены которых равны 1, 

а сумма знаменателей равна 2. Найдите сумму пятых членов этих прогрессий, если сумма 

шестых членов равна 242. Если ответ на вопрос задачи неоднозначен, укажите сумму всех 

возможных значений искомой величины. 

Ответ: 82. 

 

7.4. Даны две различные геометрические прогрессии, первые члены которых равны 1, 

а сумма знаменателей равна  1 . Найдите сумму пятых членов этих прогрессий, если сумма 

шестых членов равна  31 . Если ответ на вопрос задачи неоднозначен, укажите сумму всех 

возможных значений искомой величины. 

Ответ: 17. 

 

7.5. Даны две различные геометрические прогрессии, первые члены которых равны 1, 

а сумма знаменателей равна  1 . Найдите сумму пятых членов этих прогрессий, если сумма 

шестых членов равна  61 . Если ответ на вопрос задачи неоднозначен, укажите сумму всех 

возможных значений искомой величины. 

Ответ: 31. 

 

8.1. Найдите наибольшее значение выражения 
 

sin
4

2 2 sin cos cos4 cos8 5

x

x x x x

 
 

 

  
. 



Ответ: 0,5. Решение. Оценим модуль данного в условии выражения: 

 

sin
4

2 2 sin cos cos4 cos8 5

x

x x x x

 
 

 

  
 

 

1

5 2 2 sin cos cos4 cos8x x x x


  
 

2

1

4 4sin cos4 2cos 4
4

x x x



 

   
 

 
2

2

1

4 2 cos4 sin 2sin
4 4

x x x
 


    

        
    

 
1

2
 .  

Верхняя граница может быть достигнута, если 

cos 4 sin ,
4

sin 1,
4

x x

x





  
  

  


       

 и действительно 

достигается при 
5

2
4

x k


  . 

 

8.2. Найдите наименьшее значение выражения 
 

sin
6

2 3 sin cos cos3 cos6 7

x

x x x x

 
 

 

  
. 

Ответ: 0,25 . 

8.3. Найдите наибольшее значение выражения 
 

sin
3

2 sin 3 cos cos6 cos12 7

x

x x x x

 
 

 

  
. 

Ответ: 0,25. 

8.4. Найдите наименьшее значение выражения 
 

sin
6

2 3 sin cos cos6 cos12 5

x

x x x x

 
 

 

  
. 

Ответ: 0,5 . 

 

9.1. Хорды AA , BB  и CC  одной сферы пересекаются в общей точке S. Найдите 

сумму SA SB SC    , если 6AS  , 3BS  , 2CS  , а объемы пирамид SABC и SA B C    

относятся как 2 :9 . Если в ответе получится не целое число, округлите его до сотых. 



Ответ: 18. Решение. Если a, b, c – данные ребра, x, y, z – соответствующие им ребра-

продолжения, а k – данное отношение, то по теореме об отрезках пересекающихся хорд и 

лемме об отношении объемов пирамид с равными (вертикальными) трехгранными углами 

при вершине имеем: 
:

ax by cz

abc xyz k

 



   

 
2

33
abc

abcxyz
k

    
2 2

3
b c

x
ak

 , откуда получаем 

2 2

31 1
a a b c a a

p x y z x
b c ak b c

   
           

   
.  

Здесь 6a  , 3b  , 2c  , 
2

9
k     

2 2

3
3 2 9 6 6

1 18
6 2 3 2

p
   

    
  

. 

 

9.2. Хорды AA , BB  и CC  одной сферы пересекаются в общей точке S. Найдите 

сумму SA SB SC    , если 10AS  , 5BS  , 2CS  , а объемы пирамид SABC и SA B C    

относятся как 5: 4 . Если в ответе получится не целое число, округлите его до сотых. 

Ответ: 16. 

 

9.3. Хорды AA , BB  и CC  одной сферы пересекаются в общей точке S. Найдите 

сумму SA SB SC    , если 9AS  , 6BS  , 3CS  , а объемы пирамид SABC и SA B C    

относятся как 9 : 2 . Если в ответе получится не целое число, округлите его до сотых. 

Ответ: 11. 

 

9.4. Хорды AA , BB  и CC  одной сферы пересекаются в общей точке S. Найдите 

сумму SA SB SC    , если 10AS  , 4BS  , 2CS  , а объемы пирамид SABC и SA B C    

относятся как 4 :5 . Если в ответе получится не целое число, округлите его до сотых. 

Ответ: 17. 

 

10.1. Найдите сумму всех таких целых  0; 400a , при каждом из которых уравнение 

4 2 26 4 sin 2
200

a
x x x


        имеет ровно шесть корней. Здесь используется стандартное 

обозначение:  t  – целая часть числа t (наибольшее целое число, не превышающее t). 



Ответ: 60100. Решение. Пусть sin
200

a
b


 , 2t x . Используя равенство    t t t   

(здесь  t  – дробная часть t), получаем, что исходное уравнение равносильно уравнению 

 2 6 4 2 2t t b t t     . При этом заметим, что любому положительному t соответствуют два 

различных x, двум различным положительным t соответствует четыре различных x, трём 

различным положительным t – шесть различных x и т. д. 

Решаем уравнение: 

 2 4 4 2t t b t    ,  1;1b  .    (1) 

Поскольку правая его часть принадлежит интервалу  1; 3 , то левая часть не выходит 

за рамки этого интервала при  
2

2 3t   , т. е. при  2 3; 2 3t   . 

Рассмотрим четыре случая: 

1) Пусть  2 3;1t  . Тогда  t t , и исходное уравнение принимает вид: 

2 6 4t t b   , откуда 1 3 5 sint b    . Из этих корней интервалу  2 3;1  принадлежит 

только 1t
  при  1;1b  . 

2) Пусть  1; 2t . Тогда   1t t  , и исходное уравнение принимает вид: 

2 6 6t t b   , откуда 2 3 3 sint b    . Из этих корней интервалу  1; 2  принадлежит только 

2t
  при любом  1;1b  . 

3) Пусть  2; 3t . Тогда   2t t  , и исходное уравнение принимает вид: 

2 6 8t t b   , откуда 3 3 1 sint b    . Из этих корней интервалу  2; 3  принадлежит только 

3t
  при  1; 0b  . 

4) Пусть 3; 2 3t  


. Тогда   3t t  , и исходное уравнение принимает вид: 

2 6 10t t b   , откуда    
2

3 1 0t b    . Данное уравнение имеет единственное решение 

4 3t   при 1b   (напомним, что  1;1b  ). 

В итоге получаем: 

при 1b    уравнение (1) имеет одно положительно решение по t, а именно 2t
 , откуда 

исходное уравнение имеет два различных решения по переменной x; 



при  0;1b  уравнение (1) имеет два различных положительных решения по 

переменной t, а именно 1t
 , 2t

 , откуда исходное уравнение имеет четыре различных решения 

по переменной x; 

при    1; 0 1b   уравнение (1) имеет три различных положительных решения по 

переменной t, а именно 1t
 , 2t

 , 3t
  для  1; 0b   и 1t

 , 2t
 , 4t  для 1b  , откуда исходное 

уравнение имеет шесть различных решений по переменной x. 

Поскольку sin
200

a
b


 , то для  0; 400a  получаем, что при 

       0 100 200;300 300;400a  будет шесть решений у исходного уравнения. 

Получаем ответ: 
200 400

0 100 (200 201 400) 300 201 200 60100
2


         . 

 

10.2. Найдите сумму всех таких целых  0; 600a , при каждом из которых уравнение 

4 2 28 9 cos 2
300

a
x x x


        имеет ровно шесть корней. Здесь используется стандартное 

обозначение:  t  – целая часть числа t (наибольшее целое число, не превышающее t). 

Ответ: 90600. 

 

10.3. Найдите сумму всех таких целых  0; 800a , при каждом из которых уравнение 

4 2 210 16 sin 2
400

a
x x x


        имеет ровно шесть корней. Здесь используется стандартное 

обозначение:  t  – целая часть числа t (наибольшее целое число, не превышающее t). 

Ответ: 240200. 

 

10.4. Найдите сумму всех таких целых  0; 800a , при каждом из которых уравнение 

4 2 212 25 cos 2
400

a
x x x


        имеет ровно шесть корней. Здесь используется стандартное 

обозначение:  t  – целая часть числа t (наибольшее целое число, не превышающее t). 

Ответ: 160800. 



Материалы заданий отборочного этапа олимпиады школьников 

«Ломоносов» по математике за 2013/2014 учебный год 

Тур 3 

Участник олимпиады получал две разминочные задачи (каждая оценивалась в 1 

балл) и десять задач основного задания (первые две задачи оценивались в 9 баллов, 

остальные – в 10 баллов). Таким образом, максимально возможная сумма баллов – 100. 

При этом каждая из указанных задач предлагалась в нескольких вариантах. 

Подбор задач для каждого участника производился случайным образом, в результате 

чего варианты заданий у всех были разные. 

Задание для разминки 

1. Найдите 15% от 9. 

Ответ: 1,35. Решение. 
15

9 1,35
100
  .  

2. Карандаш весит 10 грамм. Сколько граммов велит другой карандаш, все размеры 

которого в 3 раза больше? 

Ответ: 270. Решение. Объемы подобных тел относятся как куб коэффициента 

подобия. Поэтому другой карандаш весит 310 3 270   грамм. 

 

Основное задание 

(первое число в номере задачи – порядковый номер задачи;  

второе число – номер варианта) 

1.1. Маша задумала 10-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 3. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 9-значного числа равен 7. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 5. Решение. По признаку делимости на 9 остаток от деления суммы цифр 

числа на 9 равен 3 (поэтому сумма цифр этого числа равна 9 3n ), а остаток от деления 

суммы цифр получившегося числа на 9 равен 7 (поэтому сумма цифр получившегося числа 

равна 9 7k  ). Если зачеркнутая цифра равна x, то 9 3 9 7n x k    , отсюда 

 9 3 7x n k    , то есть зачеркнутая цифра равна 9 3 7 5   . 



 

1.2. Маша задумала 11-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 3. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 10-значного числа равен 8. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 4. 

 

1.3. Маша задумала 9-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 5. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 8-значного числа равен 7. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 7. 

 

1.4. Маша задумала 12-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 1. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 11-значного числа равен 8. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 2. 

 

1.5. Маша задумала 12-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 3. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 11-значного числа равен 8. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 4. 

 

1.6. Маша задумала 11-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 3. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 10-значного числа равен 5. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 7. 

 



1.7. Маша задумала 9-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 3. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 8-значного числа равен 4. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 8. 

 

1.8. Маша задумала 10-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 5. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 9-значного числа равен 6. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 8. 

 

1.9. Маша задумала 11-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 5. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 10-значного числа равен 8. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 6. 

 

1.10. Маша задумала 13-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 1. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 12-значного числа равен 7. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 3. 

 

1.11. Маша задумала 11-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 1. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 10-значного числа равен 6. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 4. 

 



1.12. Маша задумала 10-значное число и сообщила Васе, что остаток от деления этого 

числа на 9 равен 1. Потом Маша зачеркнула одну цифру и сказала Васе, что остаток от 

деления на 9 получившегося 9-значного числа равен 4. Помогите Васе угадать цифру, 

которую зачеркнула Маша. Запишите эту цифру в ответ. 

Ответ: 6. 

 

2.1. Трапеция ABCD с основанием 6AD   вписана в окружность. Касательная к 

окружности в точке A пересекает прямые BD и CD в точках M и N соответственно. Найдите 

AN, если AB MD  и 3AM  .  

Ответ: 12. Решение. Условие AB MD  означает, что 90ABD   , то есть основание 

AD – диаметр окружности. Так как трапеция вписанная, то она равнобедренная. DNA  и 

DAC  подобны как прямоугольные с общим углом. Из равенства углов CAD  и BDA  

вытекает подобие DAC  и MDA . Значит, DNA MDA  , то есть 2
AN AD

AD AM
  , отсюда 

12AN  . 

 

2.2. Трапеция ABCD с основанием 4AD   вписана в окружность. Касательная к 

окружности в точке A пересекает прямые BD и CD в точках M и N соответственно. Найдите 

AM, если AB MD  и 8AN  . 

Ответ: 2. 

 

2.3. Около трапеции ABCD с основанием 24AD   описана окружность. Касательная к 

окружности в точке A пересекает прямые BD и CD в точках M и N соответственно. Найдите 

ND, если AB MD  и 30MD  .  

Ответ: 40. 

 

2.4. Около трапеции ABCD с основанием 12AD   описана окружность. Касательная к 

окружности в точке A пересекает прямые BD и CD в точках M и N соответственно. Найдите 

MD, если AB MD  и 20ND  .  

Ответ: 15. 

 



3.1. Парабола 2y x  пересекается с прямой 25y  . На отрезке между точками 

пересечения параболы и прямой как на диаметре построена окружность. Найдите площадь 

выпуклого многоугольника, вершины которого – точки пересечения данной окружности и 

параболы. В ответе укажите ближайшее к величине этой площади целое число. 

Ответ: 10. Решение. Парабола 2y x  пересекается с прямой y a  в точках с 

координатами  ;a a . Каждая из точек пересечения указанной в условии окружности и 

параболы имеет координаты  2;x x . Для нее расстояние до прямой y a  равно 2a x , 

расстояние до оси ординат равно x , а расстояние до точки пересечения этих прямых 

(центра окружности) равно a . По теореме Пифагора  
2

2 2x a x a   , то есть 

  2 2 1 0a x a x    , и, помимо двух точек с координатами  ;a a , окружность и 

парабола пересекаются также в двух точках  1; 1a a   , лежащих на прямой 1y a  . 

Таким образом, указанный в условии многоугольник является трапецией с высотой 1 

и основаниями 2 a  и 2 1a  . Его площадь равна 1a a  . При 25a   получаем 

5 24 9,898979...  . 

 

3.2. Парабола 2y x  пересекается с прямой 9y  . На отрезке между точками 

пересечения параболы и прямой как на диаметре построена окружность. Найдите площадь 

выпуклого многоугольника, вершины которого – точки пересечения данной окружности и 

параболы. В ответе укажите ближайшее к величине этой площади целое число. 

Ответ: 6. 

 

3.3. Парабола 2y x  пересекается с прямой 16y  . На отрезке между точками 

пересечения параболы и прямой как на диаметре построена окружность. Найдите площадь 

выпуклого многоугольника, вершины которого – точки пересечения данной окружности и 

параболы. В ответе укажите ближайшее к величине этой площади целое число. 

Ответ: 8. 

 



3.4. Парабола 2y x  пересекается с прямой 36y  . На отрезке между точками 

пересечения параболы и прямой как на диаметре построена окружность. Найдите площадь 

выпуклого многоугольника, вершины которого – точки пересечения данной окружности и 

параболы. В ответе укажите ближайшее к величине этой площади целое число. 

Ответ: 12. 

 

4.1. Решите уравнение  
2 2 3

2 2 4 625
x x

x x
 

   . В ответе укажите сумму квадратов 

всех его корней. Если корней нет, поставьте 0. 

Ответ: 6. Решение. Так как 2 2 3 0x x   , то 2 2 4 1x x   . Функция   1zf z z   

возрастает при 1z   (если 1 21 z z  , то    1 2 21 1 1

1 1 1 2 2

z z z
f z z z z f z

  
    . Поэтому исходное 

уравнение, имеющее вид    2 2 4 5f x x f   , будет равносильно уравнению 2 2 4 5x x   . 

Отсюда 1 2x   . Сумма квадратов корней уравнения равна    
2 2

1 2 1 2 6    . 

 

4.2. Решите уравнение  
2 4 6

2 4 7 625
x x

x x
 

   . В ответе укажите сумму квадратов 

всех его корней. Если корней нет, поставьте 0. 

Ответ: 12. 

 

4.3. Решите уравнение  
2 6 11

2 6 12 625
x x

x x
 

   . В ответе укажите сумму квадратов 

всех его корней. Если корней нет, поставьте 0. 

Ответ: 22. 

 

4.4. Решите уравнение  
2 8 18

2 8 19 625
x x

x x
 

   . В ответе укажите сумму квадратов 

всех его корней. Если корней нет, поставьте 0. 

Ответ: 36. 

 



5.1. Вычислите: 

 

1 2 2 3 3 4 ... 2013 2014

1
1 2 3 ... 2014

5

       

    

. В случае необходимости ответ 

округлите с точностью до сотых. 

Ответ: 6710. Решение. Подсчитаем сумму в числителе:  
1

1
n

k

k k


  2

1 1

n n

k k

k k
 

    

    1 2 1 1

6 2

n n n n n  
   

  1 2

3

n n n 
 . Здесь использована известная формула для 

суммы квадратов чисел натурального ряда, которую можно доказать разными способами 

(эти доказательства легко можно найти в литературе).  

Значит, указанная в условии дробь равна 
2013 2014 2015 2 5 2013 10

6710
3 2014 2015 3

    
 

 
. 

 

5.2. Вычислите: 

 

1 2 2 3 3 4 ... 2014 2015

1
1 2 3 ... 2014

4

       

    

. В случае необходимости ответ 

округлите с точностью до сотых. 

Ответ: 5376. 

 

5.3. Вычислите: 

 

1 2 2 3 3 4 ... 2013 2014

1
1 2 3 ... 2013

6

       

    

. В случае необходимости ответ 

округлите с точностью до сотых. 

Ответ: 8060. 

 

5.4. Вычислите: 

 

1 2 2 3 3 4 ... 2014 2015

1
1 2 3 ... 2015

3

       

    

. В случае необходимости ответ 

округлите с точностью до сотых. 

Ответ: 4028. 

 



6.1. Найдите наибольший корень уравнения 

       sin 2 cos sin 2 cosx x x x      , принадлежащий промежутку 
1

; 2
4

 
 
 

. 

Ответ: 1,5. Решение. Так как A B A B      2 2 2 22 2A AB B A AB B        

AB AB    0AB  , то sin2 cos 0x x      22sin cos 0x x      
cos 0,

sin 0

x

x









   

,
2

2 2

x k

n x n


 

   


 


  

   

1
2 ,

2

2 1 2 .

x p

n x n


  


  

 В заданный в условии промежуток попадают 

1 3
;1

4 2
x

   
   
   

. 

 

6.2. Найдите наименьший корень уравнения 

       sin 2 cos sin 2 cosx x x x      , принадлежащий промежутку 
1

2;
4

 
  
 

. 

Ответ: 1,5 . 

 

6.3. Найдите наименьший корень уравнения 

       sin 2 sin sin 2 sinx x x x      , принадлежащий промежутку 
3

; 3
4

 
 
 

. 

Ответ: 1. 

 

6.4. Найдите наибольший корень уравнения 

       sin 2 sin sin 2 sinx x x x      , принадлежащий промежутку 
7

4;
4

 
  
 

. 

Ответ: 2 . 

 



7.1. Команда спортсменов, третья часть которых – сноубордисты, спустилась с горы. 

При этом некоторые из них сели в вагон фуникулера, вмещающий не более 10 человек, а все 

остальные спустились самостоятельно, причём их число оказалось больше 45%, но меньше 

50% от общего количества. Определите количество сноубордистов (если оно определяется из 

условия задачи неоднозначно, то впишите в ответ сумму всех возможных его значений). 

Ответ: 5. Решение. Если было x сноубордистов, а на фуникулере спустились y 

человек, то всего было 3x спортсменов и 

9 45 3 50 10
,

20 100 3 100 20

10

x y

x

y


   


 

   

20 20
7,

30 3

30 33
; .

20 20

x y

y x x


  


   

  

 

Перебирая значения 1, 2, , 6x  , находим, что только при 5x   полученный 

промежуток 
30 33

;
20 20

y x x
 

 
 

 содержит целое число ( 8y  ). 

 

7.2. Команда спортсменов, третья часть которых – сноубордисты, спустилась с горы. 

При этом некоторые из них сели в вагон фуникулёра, вмещающий не более 11 человек, а все 

остальные спустились самостоятельно, причём их число оказалось больше 40%, но меньше 

44% от общего количества. Определите количество сноубордистов (если оно определяется из 

условия задачи неоднозначно, то впишите в ответ сумму всех возможных его значений). 

Ответ: 4. 

 

7.3. Команда спортсменов, третья часть которых – сноубордисты, спустилась с горы. 

При этом некоторые из них сели в вагон фуникулёра, вмещающий не более 12 человек, а все 

остальные спустились самостоятельно, причём их число оказалось больше 20%, но меньше 

24% от общего количества. Определите количество сноубордистов (если оно определяется из 

условия задачи неоднозначно, то впишите в ответ сумму всех возможных его значений). 

Ответ: 3. 

 



8.1. На боковом ребре SB правильной шестиугольной пирамиды SABCDEF выбрана 

точка P так, что SP в 10 раз больше, чем PB. Пирамиду рассекли на две части плоскостью, 

проходящей через точку P параллельно ребрам SE и FE. Найдите отношение объема 

большей из этих частей к объему меньшей части. В случае необходимости ответ округлите с 

точностью до сотых. 

Ответ: 116,44. Решение. Обозначим SP cx , PB bx  (для исходной задачи 10c  , 

1b  ). Проведем параллельно EF прямую из точки P, обозначим пересечение этой прямой с 

ребром SC через Q. Через точки P и Q проведём плоскости, перпендикулярные PQ (рис. 1). 

Они, очевидно, будут перпендикулярны плоскости основания.  

Отсекаемое тело состоит из призмы (рис. 1) и двух пирамид (рис. 2). 

Обозначим: H и PH  – перпендикуляры, проведенные на основание из точек S и P 

соответственно; S  и P  – основания этих перпендикуляров; 1B  – точка пересечения BF с 

плоскостью сечения; a – длина ребра основания. 

 

 

Рис. 1       Рис. 2 

 

Тогда получаем (обозначения см. на рис. 1 – 3): 

P

b
H H

b c



 (из подобия BPP  и BSS ); 

1 3
b b

BB BF a
b c b c

   
 

 (из подобия 1BPB  и BSF ) 



1
1 1

2BB b ab
A B AG AG

BG b c b c
    

 
 (из подобия 1 1A BB  и ABG ); 

c ac
PQ BC

b c b c
 

 
 (из подобия SPQ  и SBC ).  

 

 

 

 

 

 

 

           Рис. 3 

Объём исходной пирамиды равен: 
2 21 6 3 3

3 4 2
ABCDEF

a a
V V H H


     ; 

Объём призмы (см. рис. 1) равен: 
 1 2

2
2

. 1 3
3

2 2

P
приз PPP

H b c
V PQ S PQ BB a H

b c
      


. 

Так как 
1 1 2 1 1 1 1 2

1 1
1 1

2
A BPP A BB B BPP

A B
S S S BB BP

 
    

 
 1 1

1
2 2

A B a PQ
BB

 
  

 
 

2

23
b

a
b c

 
  

 
, то объём каждой из двух пирамид (см. рис. 2) с вершинами в точках P и Q 

соответственно равен: 
1 1 2

3

2

.

1 1
3

3 3
пир A BPP P

b
V S H a H

b c

 
    

 
. 

Следовательно, 
. . .

. . .

2

2

больш часть приз пир

меньш часть приз пир

V V V V

V V V

 



 

 
3 2

2

4

3

4

3

b c b c b

b c b

 
   

 
 

 
 

. 

Обозначив, 
c

n
b
 , получим искомое отношение:  

 
3 4

1
3

4

3

n n

n

  



. По условию 10n  , 

тогда ответ: 
3959

34
  116,44117…  



8.2. На боковом ребре SB правильной шестиугольной пирамиды SABCDEF выбрана 

точка P так, что SP в 13 раз больше, чем PB. Пирамиду рассекли на две части плоскостью, 

проходящей через точку P параллельно ребрам SE и FE. Найдите отношение объема 

большей из этих частей к объему меньшей части. В случае необходимости ответ округлите с 

точностью до сотых. 

Ответ: 190,44. 

 

8.3. На боковом ребре SB правильной шестиугольной пирамиды SABCDEF выбрана 

точка P так, что SP в 9 раз больше, чем PB. Пирамиду рассекли на две части плоскостью, 

проходящей через точку P параллельно ребрам SE и FE. Найдите отношение объема 

большей из этих частей к объему меньшей части. В случае необходимости ответ округлите с 

точностью до сотых. 

Ответ: 95,77. 

 

8.4. На боковом ребре SB правильной шестиугольной пирамиды SABCDEF выбрана 

точка P так, что SP в 6 раз больше, чем PB. Пирамиду рассекли на две части плоскостью, 

проходящей через точку P параллельно ребрам SE и FE. Найдите отношение объема 

большей из этих частей к объему меньшей части. В случае необходимости ответ округлите с 

точностью до сотых. 

Ответ: 45,77. 

 

9.1. Найдите количество корней уравнения 

  
2

2 2 213
arctg tg 13 12 12 arcsin sin 3 3

4
x x x x


  

 
     

 
 

. 

Ответ: 9. Решение. Сделаем замену 
2

213
3 3

4
t x x


   . Так как 

22
2 213

3 3 4 3
4 2

x x x
 

 
 

     
 

, то 0 2t   . Исходное уравнение после указанной 

замены переходит в уравнение    arctg tg2 arcsin sint t .  



Графики функций    =arctg tg2f t t  и    arcsin sing t t  на отрезке  0; 2  имеют 

пять точек пересечения: 1 0t  , 
2 ;

2
t




 
 
 

, 3t  , 
4

3
;

2
t



 

 
 

 и 5 2t  . 

Значение 2t  находится из системы: 2

,
2

2 3
2

y t

t
y t






 


   
  

 

. 

Аналогично находим 4t : 4

,
4

3
2 3

2

y t

t
y t






 


   
  

 

. 

Уравнения 

2

24 3
2

kx t



 

   
 

 имеют по два различных решения при 1, 2, 3, 4k  . 

Уравнение 

2

2

64 3
2

x t



 

   
 

 имеет единственное решение. Итого получаем 9 решений.  

 

9.2. Найдите количество корней уравнения 

  
2

2 2 2arctg tg 16 8 arcsin sin 4 2
4

x x x x


  
 

     
 
 

. 

Ответ: 8. 



9.3. Найдите количество корней уравнения 

  
2

2 2 235
arctg tg 35 4 4 arcsin sin

4
x x x x


  

 
     

 
 

. 

Ответ: 13. 

 

9.4. Найдите количество корней уравнения 

  
2

2 2 217
arctg tg 17 16 8 arcsin sin 4 2

4
x x x x


  

 
     

 
 

. 

Ответ: 10. 

 

9.5. Найдите количество корней уравнения 

2 2
2 223 23

arctg tg 4 8 arcsin sin 2
4 16

x x x x
 

 
    
        

    
    

. 

Ответ: 6. 

 

9.6. Найдите количество корней уравнения 

  
2

2 2 241
arctg tg 41 16 8 arcsin sin 4 2

4
x x x x


  

 
     

 
 

. 

Ответ: 16. 

 

10.1. Найдите сумму всех целых значений a, принадлежащих отрезку  10;10 , при 

каждом из которых из двойного неравенства 5 10x   следует неравенство 

2 23 12 12 1ax a a a x     .  

Ответ: 47 . Решение. Пусть 1t x  , тогда исходная задача сводится к 

нахождению таких значений a, при каждом из которых неравенство 

  2 2 23 11 12 0f t at a t a a       выполняется при всех  2; 3t . Это означает, что минимум 

функции  f t  на отрезке 2 3t   положителен.  



Если 0a  , то   12f t  . Если же 0a  ,то возможны два случая: 

а) 

1
( 2)( 4)( 6) 0,

2 4

2 3
2

a
f a a a

a

  
        


  


   4 6a  ; 

б) 

( ; 4) (6; ),

(2) ( 3)( 4) 0,

(3) 2(6 ) 0

a

f a a

f a

  


   
   

   3a  . 

В итоге    ; 3 4; 6a  , и сумма искомых значений a на отрезке  10;10  равна: 

10 9 8 ... 1 0 1 2 5           10 9 ... 6 4 3 47         . 

 

10.2. Найдите сумму всех целых значений a, принадлежащих отрезку  12;12 , при 

каждом из которых из двойного неравенства 3 8x   следует неравенство 

2 23 10 12 1ax a a a x     .  

Ответ: 70 . 

 

10.3. Найдите сумму всех целых значений a, принадлежащих отрезку  9; 9 , при 

каждом из которых из двойного неравенства 7 2x     следует неравенство 

2 23 9 12 2ax a a a x     .  

Ответ: 37. 

 

10.4. Найдите сумму всех целых значений a, принадлежащих отрезку  6;11 , при 

каждом из которых из двойного неравенства 1 0x    следует неравенство 

2 25 3 2 12 5 9ax a a a x      .  

Ответ: 58. 



Материалы заданий заключительного этапа олимпиады школьников 

«Ломоносов» по математике за 2013/2014 учебный год 

Каждая из восьми задач варианта оценивалась в 15 баллов.  

Участники заключительного этапа олимпиады, набравшие в сумме от 100 до 120 

баллов, получали оценку 100. Участники олимпиады, набравшие менее 15 баллов, получали 

оценку 2.  

Оценка каждого из остальных участников равнялась сумме набранных этим 

участником баллов. 

Вариант 1 

1. Найдите все значения  a, при каждом из которых сумма модулей корней квадратного трёхчлена   
2 2 4x ax a     равна 3. 

2. Маша выписала на доске подряд все натуральные числа от 2 до 2015. Пришёл Ваня и заменил 

каждое из этих чисел суммой его цифр. Пришла Таня и сделала то же самое с получившимися 

числами. Так продолжалось до тех пор, пока на доске не осталось 2014 однозначных чисел 

(цифр). Какова сумма всех оставшихся чисел?  

3. Среди всех прямоугольников, вершины которых лежат на сторонах данного ромба, а стороны 

параллельны диагоналям ромба, наибольшую площадь имеет прямоугольник, отношение 

сторон которого равно 2. Найдите острый угол ромба. 

4. Найдите все пары  ,a b , при которых множество решений неравенства   

  2

2014log 2x a x x b       совпадает с промежутком (0; 1). 

5. Найдите все значения  , при каждом из которых нули функций 

 
3

sin
2

x
f x 

 
  

 
    и      2sin 2 4sin 3

3
g x x x

 
    

 
 

    строго чередуются на числовой оси. 

6. Для охраны объекта в течение 5 суток заказчик договорился с охранниками о следующем: все 

они укажут отрезки времени своих предполагаемых дежурств с единственным условием, чтобы 

их объединение составляло заданные 5 суток, а он выберет из этих отрезков любой набор, 

удовлетворяющий тому же условию, и оплатит работу из расчета 500 руб. в час каждому 

дежурному. Какая наименьшая сумма денег, заранее подготовленная заказчиком, позволит ему 

наверняка расплатиться с охранниками? 

7. В правильную треугольную призму 1 1 1ABCA B C  вписан шар радиуса 2 . Найдите площадь 

боковой поверхности вписанного в шар прямого кругового цилиндра, основание которого 

лежит в плоскости, проходящей через точку  A  и середины рёбер  1BB   и  1CC . 

8. Прямоугольная таблица состоит из 5681 одинаковой клетки. Петя и Вася пронумеровали клетки 

натуральными числами 1, 2, …, 5681 подряд. Петя нумеровал клетки по строкам слева направо 

(сначала первую строку, затем вторую и т. д.), а Вася – по столбцам сверху вниз (сначала 

первый столбец, затем второй и т. д.). Оказалось, что ровно в 5 клетках их номера совпали. 

Чему равна сумма числа строк и числа столбцов в этой таблице? 



Решения задач варианта 1 

1. Ответ: 
1

2
 . Решение. Уравнение имеет корни при 2 4 0a a  , то есть при 0a   и при 

4a  . По теореме Виета:      
2 22 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2x x x x x x x x x x x x          24 8a a a   . 

По условию  24 8 9a a a   . При 0a   получаем 24 16 9a a  , откуда 
1

2
a    или 

9

2
a   

(посторонний корень). При 4a   получаем 24 9a  , откуда 
3

2
a    – оба корня меньше 4.  

2. Ответ: 10 070. Решение. Число a и сумма цифр числа a при делении на 9 дают 

одинаковые остатки, поэтому в итоге на доске останется ряд чисел: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 1, 2, …, 9, 1, 

2, и так далее. Так как 2014 9 223 7   , то в этом ряду 223 раза встретится последовательность от 

1 до 9 и будет ещё 7 цифр. Значит, ряд заканчивается цифрой 8, и искомая сумма чисел равна 

 1 2 ... 9 224 1 9       45 224 10 10 070    .  

3. Ответ: 
1

2arctg
2

. Решение. Обозначим острый угол и сторону ромба через   и a  

соответственно. Пусть расстояние от вершины при остром угле ромба до вершины 

прямоугольника, лежащей на смежной с углом стороне равно x . Тогда стороны вписанного в 

ромб прямоугольника равны 2 sin
2

x


 и  2 cos
2

a x


 . Площадь прямоугольника 

 2 sinS x a x     будет максимальной при 
2

a
x   (вершина параболы). Следовательно, стороны 

прямоугольника равны sin
2

a


 и cos
2

a


. Поскольку отношение сторон равно 2, то 
1

tg
2 2


 , 

откуда 
1

2arctg
2

  . 

4. Ответ: 
1

2013
a   , 2014log 2013b  . Решение. Из выпуклости вверх графика функции 

 2014logy x a   и выпуклости вниз графика функции 22x x b   следует, что промежуток  0;1  

является множеством решений неравенства тогда и только тогда, когда числа 0x   и 1x   – 

решения соответствующего уравнения:   2

2014log 2x a x x b    . Следовательно, 

 

 
2014

2014

log ,

log 1 1

a b

a b

  


  
   

 2014

2014

log ,

1
log 1,

a b

a

a

   


  
 

 

 откуда 
1

2013
a   , 2014log 2013b  . 

5. Ответ:  ;
2

n n


  
 

  
 

, n . Решение.   0g x     2sin 2 4sin 3 0
3

x x
 

    
 

 

    2sin 3 2cos 1 0x x      
1

cos
2

x  , 
3

sin
2

x      2
3

x n


   , 
4

2
3

x k


  , 

,n k . Расстояния на тригонометрической окружности против часовой 

стрелки между нулями функции g (точки A, B и C), считая от точки A, 

равны  , 
3


 и 

2

3


. 

Нули функции f равны 
2 2

3 3

m 
 , m  и на тригонометрической 

окружности образуют правильный треугольник. Расстояния между этими 



точками равны 
2

3


. Необходимое и достаточное условие чередования нулей этих функций 

состоит в том, что на дуге BC содержится нуль функции f, следовательно, в точках B и C функция f 

принимает разные знаки: 
4 5

0
3 3

f f
    

    
   

    
5

sin 2 sin 0
2


  

 
    

 
   sin 2 0     

;
2

n n


  
 

  
 

, n .  

6. Ответ: 2 5 24 500 120     тыс. руб. Решение. 1. Двойной оплаты времени охраны точно 

хватит, поскольку из любого покрытия отрезка конечной системой отрезков можно выбрать не 

более чем двукратное подпокрытие (если какая-то точка покрыта более чем двумя отрезками, то 

можно оставить только два из них — с самым левым концом и с самым правым, а остальные 

выбросить).  

2. Менее чем двойной оплаты может не хватить при грамотных действиях охранников: они 

могут поставить свои дежурства так, чтобы ни одного из них выбросить было нельзя, а суммарная 

длина дежурств была сколь угодно близкой к удвоенному периоду наблюдения. 

7. Ответ: 
12

5


 Решение. Обозначим через r радиус шара, а через D, 1D , M и N – середины 

рёбер BC, 1 1B C , 1BB  и 1CC  соответственно. Плоскость 1 1AA D  есть центральное сечение шара. 

Пусть h – высота цилиндра, тогда радиус его основания равен 
2

2

4

h
R r  . Пусть P – точка 

пересечения отрезков 1DD  и MN . Справедливы соотношения OP r , PD r , 3AD r , где O – 

центр шара. Если 1O  – проекция точки O на основание цилиндра, то из подобия прямоугольных 

треугольников APD  и 1OO P  получаем  

1OO PD

OP AP
    1

2 2

1
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OO r

r r r
 


. 

Тогда 1
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r
OO  , 1
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2
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r
h OO   . Значит, 

3 10
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r
R  .  

Площадь боковой поверхности 
2

.

6
2

5
бок

r
S Rh


  . 

8. Ответ: 450. Решение. Пусть в таблице m строк и n столбцов, а клетка, получившая 

одинаковые номера, расположена в строке с номером i и в столбце с номером j. Тогда, если 

считать по строкам, в этой клетке стоит число  1i n j   , а если считать по столбцам, то это 

число равно  1j m i   . Следовательно,    1 1i n j j m i          

       1 1 1 1i n j m       . 

Если 1m   или 1n  , то номера Пети и Васи совпадут во всех клетках. Значит, 1m   и 

1n  . Пусть  НОД 1, 1d n m   , тогда 1n pd  , 1m qd  , где  НОД , 1p q  . Получаем 

   1 1i p j q     . Поэтому 1i qk  , 1j pk  , 0,1, ...,k d . Следовательно, количество 

клеток, получивших одинаковые номера, равно 1d    НОД 1, 1 1n m    . 

Так как 5681 13 19 23   , то 13n  , 19 23 437m     или, наоборот, 437n  , 13m  . В 

любом случае 450m n  . 

 



Вариант 2 

1. Найдите все значения  a, при каждом из которых сумма модулей корней квадратного трёхчлена   
2 3 4x ax a     равна 5. 

2. Ваня выписал на доске подряд все натуральные числа от 9 до 2022. Пришла Маша и заменила 

каждое из этих чисел суммой его цифр. Пришёл Миша и сделал то же самое с получившимися 

числами. Так продолжалось до тех пор, пока на доске не осталось 2014 однозначных чисел 

(цифр). Какова сумма всех оставшихся чисел? 

3. Прямоугольник, отношение сторон которого равно 3, имеет наибольшую площадь среди всех 

прямоугольников, вершины которых лежат на сторонах данного ромба, а стороны параллельны 

диагоналям ромба. Найдите острый угол ромба. 

4. Найдите все пары  ,a b , при которых множество решений неравенства 

  2

20142log 2x a x x b       совпадает с промежутком (1; 2). 

5. Найдите все значения  , при каждом из которых нули функций 

  2sin 2 4sin 3
3

f x x x
 

    
 

   и    
3

sin
2

x
g x 

 
  

 
 

    строго чередуются на числовой оси. 

6. Для охраны объекта заказчик договорился с охранниками о следующем: все они укажут отрезки 

времени своих предполагаемых дежурств с единственным условием, чтобы их объединение 

составляло заранее заданный заказчиком отрезок времени, а он выберет из этих отрезков любой 

набор, удовлетворяющий тому же условию, и оплатит работу из расчета 250 руб. в час каждому 

дежурному. Какой наибольший отрезок времени заказчик может задать, чтобы наверняка 

уложиться в 80 000 руб?  

7. В правильную треугольную призму 1 1 1ABCA B C  вписан шар радиуса 5 . Найдите объём 

вписанного в шар прямого кругового цилиндра, основание которого лежит в плоскости, 

проходящей через точку  A  и середины рёбер  1BB   и  1CC . 

8. Прямоугольная таблица состоит из 4147 одинаковых клеток. Петя и Вася пронумеровали клетки 

натуральными числами 1, 2, …, 4147 подряд. Петя нумеровал клетки по строкам слева направо 

(сначала первую строку, затем вторую и т. д.), а Вася – по столбцам сверху вниз (сначала 

первый столбец, затем второй и т. д.). Оказалось, что ровно в 7 клетках их номера совпали. 

Чему равна сумма числа строк и числа столбцов в этой таблице? 

 



Вариант 3 

1. Найдите все значения  a, при каждом из которых сумма модулей корней квадратного трёхчлена   
2 3 4x ax a     равна 2. 

2. Таня выписала на доске подряд все натуральные числа от 4 до 2017. Пришёл Миша и заменил 

каждое из этих чисел суммой его цифр. Пришла Маша и сделала то же самое с получившимися 

числами. Так продолжалось до тех пор, пока на доске не осталось 2014 однозначных чисел 

(цифр). Какова сумма всех оставшихся чисел?  

3. Среди всех прямоугольников, вершины которых лежат на сторонах данного ромба, а стороны 

параллельны диагоналям ромба, наибольшую площадь имеет прямоугольник, отношение 

сторон которого равно 4. Найдите острый угол ромба. 

4. Найдите все пары  ,a b , при которых множество решений неравенства 

  2

2014log 2 3 2x a x x b       совпадает с промежутком (0; 1). 

5. Найдите все значения  , при каждом из которых нули функций 

 
5

2sin 2 4cos 3
6

f x x x
 

    
 

   и    
3
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2

x
g x 

 
  

 
 

    строго чередуются на числовой оси. 

6. Для охраны объекта в течение 10 суток заказчик договорился с охранниками о следующем: все 

они укажут отрезки времени своих предполагаемых дежурств с единственным условием, чтобы 

их объединение составляло заданные 10 суток, а он выберет из этих отрезков любой набор, 

удовлетворяющий тому же условию, и оплатит работу из расчета 400 руб. в час каждому 

дежурному. Какая наименьшая сумма денег, заранее подготовленная заказчиком, позволит ему 

наверняка расплатиться с охранниками?  

7. В правильную треугольную призму 1 1 1ABCA B C  вписан шар радиуса 3 . Найдите площадь 

боковой поверхности вписанного в шар прямого кругового цилиндра, основание которого 

лежит в плоскости, проходящей через точку  A  и середины рёбер  1BB   и  1CC . 

8. Прямоугольная таблица состоит из 5797 одинаковых клеток. Петя и Вася пронумеровали клетки 

натуральными числами 1, 2, …, 5797 подряд. Петя нумеровал клетки по строкам слева направо 

(сначала первую строку, затем вторую и т. д.), а Вася – по столбцам сверху вниз (сначала 

первый столбец, затем второй и т. д.). Оказалось, что ровно в 5 клетках их номера совпали. 

Чему равна сумма числа строк и числа столбцов в этой таблице? 

 



Вариант 4 

1. Найдите все значения  a, при каждом из которых сумма модулей корней квадратного трёхчлена   
2 5 4x ax a     равна 3. 

2. Миша выписал на доске подряд все натуральные числа от 7 до 2020. Пришла Маша и заменила 

каждое из этих чисел суммой его цифр. Пришёл Ваня и сделал то же самое с получившимися 

числами. Так продолжалось до тех пор, пока на доске не осталось 2014 однозначных чисел 

(цифр). Какова сумма всех оставшихся чисел? 

3. Прямоугольник, отношение сторон которого равно 5, имеет наибольшую площадь среди всех 

прямоугольников, вершины которых лежат на сторонах данного ромба, а стороны параллельны 

диагоналям ромба. Найдите острый угол ромба. 

4. Найдите все пары  ,a b , при которых множество решений неравенства 

  2

2014log 2 2x a x x b       совпадает с промежутком (1; 2). 

5. Найдите все значения  , при каждом из которых нули функций 

 
3

sin
2

x
f x 

 
  

 
    и      2sin 2 4cos 3

6
g x x x
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 
 

    строго чередуются на числовой оси. 

6. Для охраны объекта заказчик договорился с охранниками о следующем: все они укажут отрезки 

времени своих предполагаемых дежурств с единственным условием, чтобы их объединение 

составляло заранее заданный заказчиком отрезок времени, а он выберет из этих отрезков любой 

набор, удовлетворяющий тому же условию, и оплатит работу из расчета 300 руб. в час каждому 

дежурному. Какой наибольший отрезок времени заказчик может задать, чтобы наверняка 

уложиться в 90 000 руб?  

7. В правильную треугольную призму 1 1 1ABCA B C  вписан шар радиуса 10 . Найдите объём 

вписанного в шар прямого кругового цилиндра, основание которого лежит в плоскости, 

проходящей через точку  A  и середины рёбер  1BB   и  1CC . 

8. Прямоугольная таблица состоит из 5863 одинаковых клеток. Петя и Вася пронумеровали клетки 

натуральными числами 1, 2, …, 5863 подряд. Петя нумеровал клетки по строкам слева направо 

(сначала первую строку, затем вторую и т. д.), а Вася – по столбцам сверху вниз (сначала 

первый столбец, затем второй и т. д.). Оказалось, что ровно в 7 клетках их номера совпали. 

Чему равна сумма числа строк и числа столбцов в этой таблице? 

 



Ответы к задачам варианта 2 
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Ответы к задачам варианта 3 
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Ответы к задачам варианта 4 
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2013/2014 учебный год 

КРИТЕРИИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОБЕДИТЕЛЕЙ И ПРИЗЁРОВ
1
 

 

олимпиады школьников «ЛОМОНОСОВ» 

по МАТЕМАТИКЕ для 5-9 классов 
 

ОТБОРОЧНЫЙ ЭТАП 
 

ПОБЕДИТЕЛЬ: 

От 90 баллов включительно и выше. 

 

ПРИЗЁР: 

От 50 баллов до 89 баллов включительно. 

 

 

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЙ ЭТАП 
 

ПОБЕДИТЕЛЬ (диплом I степени): 

От 95 баллов включительно и выше. 

 

ПРИЗЁР (диплом II степени): 

От 80 баллов до 94 баллов включительно. 

 

ПРИЗЁР (диплом III степени): 

От 60 баллов до 79 баллов включительно. 
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 Утверждены на заседании жюри олимпиады школьников «Ломоносов» по математике. 



 
 

2013/2014 учебный год 

КРИТЕРИИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОБЕДИТЕЛЕЙ И ПРИЗЁРОВ
2
 

 

олимпиады школьников «ЛОМОНОСОВ» 

по МАТЕМАТИКЕ для 10-11 классов 
 

ОТБОРОЧНЫЙ ЭТАП 
 

ПОБЕДИТЕЛЬ: 

От 91 баллов включительно и выше. 

 

ПРИЗЁР: 

От 70 баллов до 90 баллов включительно. 

 

 

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЙ ЭТАП 
 

ПОБЕДИТЕЛЬ (диплом I степени): 

От 85 баллов включительно и выше. 

 

ПРИЗЁР (диплом II степени): 

От 70 баллов до 84 баллов включительно. 

 

ПРИЗЁР (диплом III степени): 

От 55 баллов до 69 баллов включительно. 

 

 

 

 

                                                           
2
 Утверждены на заседании жюри олимпиады школьников «Ломоносов» по математике. 



ЗАДАНИЕ ПО МАТЕМАТИКЕ

7–9 классы

На первой странице работы (перед решениями задач) поместите таблицу ответов к
ним. Если задача не решена или не доведена до ответа, то в соответствующей графе
поставьте прочерк. Столбец ¿БаллÀ, который требуется для проверки работы, запол-
нять не нужно.

Задача Ответ Балл

. . . . . . . . .

В решении задачи оценивается, прежде всего, математическая правильность, одна-
ко приветствуется и рациональность решения, а также аккуратность и подробность
его текста. Все решения должны быть полными и обоснованными, ссылки на вычисления
на калькуляторе и использование результатов, полученных с помощью специализирован-
ных компьютерных программ, запрещены. Работы с идентичными решениями не смогут
претендовать на высокую оценку.

Не советуем прибегать к услугам репетиторов или более подготовленных товарищей,
так как если Вас пригласят на следующий (очный) тур олимпиады, факт помощи станет
очевидным, и Вы почувствуете себя неловко.

Призываем всех участников присылать свои работы, независимо от того, сколько за-
дач вы смогли решить. Опыт предыдущих олимпиад показал, что шансы на участие в
очном туре есть у всех! Удачи и сил!

Олимпиада школьников ¿ЛомоносовÀ. Отборочный этап 2012/2013 учебного года.

Олимпиада школьников ¿ЛомоносовÀ. Отборочный этап 2012/2013 учебного года.



7 класс

1. Два олигарха Алехандро и Максимилиан за 2012 год взяли и разграбили свою страну.
Известно, что состояние Алехандро на конец 2012 года равняется двум состояниям
Максимилиана на конец 2011 года. А состояние Максимилиана на конец 2012 года
меньше, чем состояние Алехандро на конец 2011 года. Что больше: состояние Макси-
милиана на конец 2011 года или национальные богатства страны?

2. В гонке Формула-2013 участвуют 2 гонщика. Первый гонщик проехал 4 круга за то
время, пока второй проехал три. В течение следующих трёх кругов из-за быстрой езды
первому гонщику пришлось проехать дополнительно 20 метров по питстопу (не оста-
навливаясь). Известно, что когда второй гонщик проехал 6 кругов, первый проехал
7,75 круга. Найдите длину круга. (Скорости гонщиков постоянны.)

3. За круглым столом собрались несколько юношей и девушек. Известно, что ровно для
7 девушек слева от них сидят девушки, а для 12 — юноши. Также известно, что для
75% юношей справа от них сидят девушки. Сколько человек сидит за столом?

4. На далеком острове живут вегетарианцы, которые всегда говорят правду, и канниба-
лы, которые всегда лгут. Как-то раз вегетарианец и еще несколько жителей острова
выстроились в ряд и каждый сказал: “Все вегетарианцы стоят от меня через простое
число человек”. Сколько жителей острова могло выстроиться в ряд?

5. У модницы Елизаветы есть 100 различных браслетов и каждый день она надевает в
школу какие-то три из них. Могло ли через некоторое время оказаться так, чтобы
любая пара браслетов вместе побывала на Лизиной руке ровно один раз?

6. Найдите сумму цифр числа 44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
2012 раз

· 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
2012 раз

7. Саша и Максим (от нечего делать) написали в клетках таблицы 100 × 100 ненуле-
вые цифры. После этого Саша сказал, что среди 100 чисел, образованных цифрами
в каждой строке, все делятся на 9. На это Максим ответил, что среди 100 чисел, об-
разованных цифрами в каждом столбце, ровно одно не делится на 9. Докажите, что
кто-то из них ошибся.

8. Бешеный маляр бегает по клеткам доски 2012 × 2013, изначально покрашенной в
черный и белый цвета. В самом начале он вбегает в угловую клетку. После того, как
маляр покидает клетку (маляр может переходить только на соседнюю по стороне
клетку), эта клетка меняет свой цвет. Всегда ли маляр сможет пробежать по доске
и спрыгнуть с одной из клеток на границе так, чтобы все клетки доски оказались
черного цвета?

Олимпиада школьников ¿ЛомоносовÀ. Отборочный этап 2012/2013 учебного года.



8 класс

1. Два олигарха Алехандро и Максимилиан за 2012 год взяли и разграбили свою страну.
Известно, что состояние Алехандро на конец 2012 года равняется двум состояниям
Максимилиана на конец 2011 года. А состояние Максимилиана на конец 2012 года
меньше, чем состояние Алехандро на конец 2011 года. Что больше: состояние Макси-
милиана или национальные богатства страны?

2. За круглым столом собрались несколько юношей и девушек. Известно, что ровно для
7 девушек слева от них сидят девушки, а для 12 — юноши. Также известно, что для
75% юношей справа от них сидят девушки. Сколько человек сидит за столом?

3. У модницы Елизаветы есть 100 различных браслетов и каждый день она надевает в
школу какие-то три из них. Могло ли через некоторое время оказаться так, чтобы
любая пара браслетов вместе побывала на Лизиной руке ровно один раз?

4. На далеком острове живут вегетарианцы, которые всегда говорят правду, и канниба-
лы, которые всегда лгут. Как-то раз вегетарианец и еще несколько жителей острова
выстроились в ряд и каждый сказал: “Все вегетарианцы стоят от меня через простое
число человек”. Сколько жителей острова могло выстроиться в ряд?

5. Найдите сумму цифр числа 44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
2012 раз

· 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
2012 раз

6. Бешеный маляр бегает по клеткам доски 2012 × 2013, изначально покрашенной в
черный и белый цвета. В самом начале он вбегает в угловую клетку. После того,
как маляр покидает клетку, эта клетка меняет свой цвет. Всегда ли маляр сможет
пробежать по доске и спрыгнуть с одной из клеток на границе так, чтобы все клетки
доски оказались черного цвета?

7. Саша и Максим (от нечего делать) написали в клетках таблицы 100 × 100 ненуле-
вые цифры. После этого Саша сказал, что среди 100 чисел, образованных цифрами
в каждой строке, все делятся на 9. На это Максим ответил, что среди 100 чисел, об-
разованных цифрами в каждом столбце, ровно одно не делится на 9. Докажите, что
кто-то из них ошибся.

8. Точка P лежит внутри треугольника ABC. Её соединили со всеми вершинами тре-
угольника, а также опустили перпендикуляры из неё на стороны, образовав 6 тре-
угольников. Оказалось, что 4 из них равны. Всегда ли это означает, что треугольник
равнобедренный?

9. Множество натуральных чисел называется плохим, если из него можно выбрать несколь-
ко чисел так, чтобы они в сумме давали 2012. Найдите наименьшее такое n, что числа
503, 504, . . . , 2011 можно разбить на n множеств так, что все эти множества не были
бы плохими.

Олимпиада школьников ¿ЛомоносовÀ. Отборочный этап 2012/2013 учебного года.



9 класс

1. За круглым столом собрались несколько юношей и девушек. Известно, что ровно для
7 девушек слева от них сидят девушки, а для 12 — юноши. Также известно, что для
75% юношей справа от них сидят девушки. Сколько человек сидит за столом?

2. На далеком острове живут вегетарианцы, которые всегда говорят правду, и канниба-
лы, которые всегда лгут. Как-то раз вегетарианец и еще несколько жителей острова
выстроились в ряд и каждый сказал: “Все вегетарианцы стоят от меня через простое
число человек”. Сколько жителей острова могло выстроиться в ряд?

3. У модницы Елизаветы есть 100 различных браслетов и каждый день она надевает в
школу какие-то три из них. Могло ли через некоторое время оказаться так, чтобы
любая пара браслетов вместе побывала на Лизиной руке ровно один раз?

4. Найдите сумму цифр числа 44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
2012 раз

· 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
2012 раз

5. Бешеный маляр бегает по клеткам доски 2012 × 2013, изначально покрашенной в
черный и белый цвета. В самом начале он вбегает в угловую клетку. После того,
как маляр покидает клетку, эта клетка меняет свой цвет. Всегда ли маляр сможет
пробежать по доске и спрыгнуть с одной из клеток на границе так, чтобы все клетки
доски оказались черного цвета?

6. Саша и Максим (от нечего делать) написали в клетках таблицы 100 × 100 ненуле-
вые цифры. После этого Саша сказал, что среди 100 чисел, образованных цифрами
в каждой строке, все делятся на 9. На это Максим ответил, что среди 100 чисел, об-
разованных цифрами в каждом столбце, ровно одно не делится на 9. Докажите, что
кто-то из них ошибся.

7. Точка P лежит внутри треугольника ABC. Её соединили со всеми вершинами тре-
угольника, а также опустили перпендикуляры из неё на стороны, образовав 6 тре-
угольников. Оказалось, что 4 из них равны. Всегда ли это означает, что треугольник
равнобедренный?

8. Множество натуральных чисел называется плохим, если из него можно выбрать несколь-
ко чисел так, чтобы они в сумме давали 2012. Найдите наименьшее такое n, что числа
503, 504, . . . , 2011 можно разбить на n множеств так, что все эти множества не были
бы плохими.

9. На стороне AC остроугольного треугольника ABC взята точка M . Из точки M на
стороны AB и BC опущены перпендикуляры MN и MP . Где должна находиться
точка M , чтобы длина отрезка NP была минимальной?

10. Решите уравнение:
8
{x} =

9
x

+
10
[x]

,

где [x] — наибольшее целое число, не превосходящее x, а {x} = x− [x].

Олимпиада школьников ¿ЛомоносовÀ. Отборочный этап 2012/2013 учебного года.



10–11 классы

На первой странице работы (перед решениями задач) поместите таблицу ответов к
ним. Если задача не решена или не доведена до ответа, то в соответствующей графе
поставьте прочерк. Столбец ¿БаллÀ, который требуется для проверки работы, запол-
нять не нужно.

Задача Ответ Балл

№1

№2

№3

№4

№5

№6

№7

№8

№9

№10

В решении задачи оценивается, прежде всего, математическая правильность, одна-
ко приветствуется и рациональность решения, а также аккуратность и подробность
его текста. Все решения должны быть полными и обоснованными, ссылки на вычисления
на калькуляторе и использование результатов, полученных с помощью специализирован-
ных компьютерных программ, запрещены. Работы с идентичными решениями не смогут
претендовать на высокую оценку.

Не советуем прибегать к услугам репетиторов или более подготовленных товарищей,
так как если Вас пригласят на следующий (очный) тур олимпиады, факт помощи станет
очевидным, и Вы почувствуете себя неловко.

Призываем всех участников присылать свои работы, независимо от того, сколько за-
дач вы смогли решить. Опыт предыдущих олимпиад показал, что шансы на участие в
очном туре есть у всех! Удачи и сил!

Олимпиада школьников ¿ЛомоносовÀ. Отборочный этап 2012/2013 учебного года.



10–11 классы

1. Знайка сообщил коротышкам, что в декабре и в январе потребление арбузного сиропа
в Зеленом городе в среднем составило 10 бочек в день и 5 бочек в день соответственно.
Отсюда Незнайка сделал вывод, что дней, в которые потребление сиропа составляло
не менее чем по 10 бочек, в декабре непременно было больше, чем в январе. Прав ли
Незнайка?

2. Котёнок откусывает четверть сосиски с одного конца, после чего щенок откусывает
треть оставшегося куска сосиски с противоположного конца, затем снова котенок —
четверть со своего конца, а щенок — треть со своего конца и т. д. Требуется заранее пе-
ревязать сосиску поперек ниткой так, чтобы нитку никто не съел. В каком отношении
она должна разделить сосиску?

3. Последовательность a1, a2, . . . задана равенствами

a1 = 100, an+1 = an +
1
an

, n ∈ N.

Найдите целое число, ближайшее к a2013.

4. Участникам викторины было задано четыре вопроса: на первый вопрос правильно
ответили 90 участников, на второй — 50, на третий — 40, а на четвертый — 20, причем
никто не смог правильно ответить более чем на два вопроса. Каково наименьшее число
участников викторины при этих условиях?

5. Фиксированный луч света падает на зеркало, образуя со своей проекцией на плоскость
зеркала острый угол α. Зеркало поворачивают вокруг указанной проекции на острый
угол β. Найдите угол между двумя отраженными лучами, полученными до и после
поворота.

6. Фигура на координатной плоскости состоит из точек (x, y), удовлетворяющих при
любом t ∈ R двум неравенствам

x2 + y2 < π2 + t2, cos y < 2 + cos 2x + cosx(4 sin t− 1)− cos 2t.

Найдите площадь этой фигуры.

7. Вовочка написал на доске равенство 101 = 11011. Учитель информатики сказал, что
это равенство будет верным, если понимать его как запись одного и того же числа, но
в разных системах счисления. Найдите основания этих систем.

8. Найдите минимальное значение дискриминанта квадратного трёхчлена, график ко-
торого не имеет общих точек с областями, расположенными ниже оси абсцисс и над

графиком функции y =
1√

1− x2
.

9. В треугольнике ABC проведены биссектрисы AL, BM и CN , причем ∠ANM =
∠ALC. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника LMN , две сто-
роны которого равны 3 и 4.

10. При каких натуральных n и k неравенства |x1| + . . . + |xk| 6 n и |y1| + . . . + |yn| 6 k
имеют одинаковые количества целочисленных решений (x1, . . . , xk) и (y1, . . . , yn)?

Олимпиада школьников ¿ЛомоносовÀ. Отборочный этап 2012/2013 учебного года.
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Решение заочного задания олимпиады школьников «Ломоносов — 2012»

по математике, 11 класс

1. Знайка сообщил коротышкам, что в декабре и в январе потребление арбузного сиропа в Зеленом
городе в среднем составило 10 бочек в день и 5 бочек в день соответственно. Отсюда Незнайка
сделал вывод, что дней, в которые потребление сиропа составляло не менее чем по 10 бочек, в
декабре непременно было больше, чем в январе. Прав ли Незнайка?

Ответ: нет.

Решение. Приведем пример, показывающий, что Незнайка не прав. Пусть с 1 по 30 декабря
коротышки выпивали 0 бочек, а 31 декабря выпили 310 бочек. Тогда в среднем за декабрь они

выпили
310

31
= 10 бочек сиропа. Пусть с 1 по 15 января коротышки выпивали по 10 бочек, 16

января — пять, а с 17 по 31 января — 0. Тогда среднее потребление сиропа в январе равно
15 · 10 + 5

31
= 5.

2. Котёнок откусывает четверть сосиски с одного конца, после чего щенок откусывает треть остав-
шегося куска сосиски с противоположного конца, затем снова котенок — четверть со своего конца,
а щенок — треть со своего конца и т. д. Требуется заранее перевязать сосиску поперек ниткой так,
чтобы нитку никто не съел. В каком отношении она должна разделить сосиску?

Ответ: 1 : 1.

Решение. Пусть ` длина сосиски, оставшейся после одинакового числа �откусываний� котёнка

и щенка. Тогда на следующем шаге котёнок откусит
`

4
, а щенок —

1

3

3`

4
=

`

4
. Значит и тот и

другой съедят одинаковые части сосиски.

3. Последовательность a1, a2, . . . задана равенствами

a1 = 100, an+1 = an +
1

an
, n ∈ N.

Найдите целое число, ближайшее к a2013.

Ответ: 118.

Решение.

a2
2013 =

(

a2012 +
1

a2012

)2

= a2
2012 + 2 +

1

a2
2012

= a2
2011 + 2 · 2 +

1

a2
2011

+
1

a2
2012

= . . .

= a2
1 + 2 · 2012 +

1

a2
1

+ . . . +
1

a2
2011

+
1

a2
2012

.

Поэтому с одной стороны

a2
2013 > a2

1 + 2 · 2012 = 10000 + 4024 = 14024 > 1182 = 13924,

с другой стороны

a2
2013 < a2

1 + 2 · 2012 +
2012

1002
< 14024 + 1 < 118, 52.

Поэтому 118 < a2013 < 118, 5, и ближайшим целым является 118.

4. Участникам викторины было задано четыре вопроса: на первый вопрос правильно ответили 90
участников, на второй — 50, на третий — 40, а на четвертый — 20, причем никто не смог правильно
ответить более чем на два вопроса. Каково наименьшее число участников викторины при этих
условиях?

Ответ: 100.

1



Решение. Суммарное количество ответов равно 200. Так как ни один человек не ответил более
чем на два вопроса, то наименьшее возможное количество участников викторины равно 100 и в
этом случае каждый участник викторины должен правильно ответить ровно на 2 вопроса. При-
ведем пример викторины, в которой описанная ситуация реализуется. Пронумеруем участников
от 1 до 100. Пусть на первый вопрос ответили участники с номерами от 1 до 90, на второй — с
91 по 100 и с 1-го по 40, на третий — с 41 по 80 и на 4-ый — с 81 по 100.

5. Фиксированный луч света падает на зеркало, образуя со своей проекцией на плоскость зеркала
острый угол α. Зеркало поворачивают вокруг указанной проекции на острый угол β. Найдите
угол между двумя отраженными лучами, полученными до и после поворота.

Ответ: arccos(1 − 2 sin2 α sin2 β).

Решение. Пусть AO — падающий луч, ON1 — нормаль к первоначальному положению зеркала,
а ON2 — нормаль ко второму положению зеркала. Рассмотрим трехгранный угол OAN1N2. Его

плоские углы равны: ∠AON1 =
π

2
−α, ∠N1ON2 = β, обозначим ∠AON2 = γ. Пусть ϕ — линейный

угол двугранного угла с ребром AO (см. рис. 1). По теореме косинусов для трёхгранного угла
получаем

cos ϕ =
cos β − cos

(

π
2 − α

)

cos γ

sin
(

π
2 − α

)

sin γ
=

cos β − sinα cos γ

cos α sin γ
. (1)

Так как двугранный угол ∠N1 с ребром ON1 — прямой (нормаль ON2 поворачивается в плоскости,
перпендикулярной прямой ` — проекция луча на плоскость первоначального положения зеркала),
то опять из теоремы косинусов для трёхгранного угла OAN1N2 получаем

0 = cos ∠N1 =
cos γ − cos

(

π
2 − α

)

cos β

sin
(

π
2 − α

)

sinβ
,

откуда
cos γ = sinα cos β. (2)

Пусть OA1 — луч, отраженный от первоначального положения зеркала, а OA2 — луч, отраженный
от второго положения зеркала. Рассмотрим трехгранный угол OAA1A2. Его плоские углы равны:
∠AOA1 = π − 2α, ∠AOA2 = 2γ, ∠A1OA2 — искомый. По теореме косинусов для трёхгранного
угла OAA1A2

cos ϕ =
cos ∠A1OA2 − cos(π − 2α) cos 2γ

sin(π − 2α) sin 2γ
=

cos ∠A1OA2 + cos 2α cos 2γ

sin 2α sin 2γ
(3)

6N1MN2

`

A A1

α

β

Рис. 1

O

A A1

A2

α

Рис. 2

O

Из формул (1)–(3) получаем

cos ∠A1OA2 = 4 cos2 β cos2 α sin2 α − (2 cos2 α − 1)(2 cos2 γ − 1) = 2 cos2 α + 2 sin2 α cos2 β − 1 =

= 2 − 2 sin2 α + 2 sin2 α cos2 β − 1 = 1 − 2 sin2 α sin2 β.

2



6. Фигура на координатной плоскости состоит из точек (x, y), удовлетворяющих при любом t ∈ R

двум неравенствам

x2 + y2 < π2 + t2, cos y < 2 + cos 2x + cosx(4 sin t − 1) − cos 2t.

Найдите площадь этой фигуры.

Ответ: π3 − 2π2.

Решение. Фигура, координаты точек которой удовлетворяют неравенству x2 + y2 < π2 + t2 при
всех t, представляет собой круг, заданный условием x2 + y2 < π2.

Преобразуем второе неравенство к виду

cos y < 2 cos2 x + 4 cos x sin t − cos x + 2 sin2 t ⇔ 2(cos x + sin t)2 > cos y + cos x.

Из последнего неравенства следует, что (x, y) удовлетворяющие этому неравенству при всех t, это
в точности (x, y) удовлетворяющие неравенству

cos y + cos x < 0 ⇔ 2 cos
x + y

2
cos

x − y

2
< 0.

Ввиду периодичности задачи по каждой переменной, выпишем решение последнего неравенства
на периоде

































cos
x + y

2
> 0,

cos
x − y

2
< 0.











cos
x + y

2
< 0,

cos
x − y

2
> 0.

⇐⇒













{

−x − π <y < −x + π,

x + π <y < x + 3π.
{

−x + π <y < −x + 3π,

x − π <y < x + π.

Фигура, заданная этими неравенствами представляет собой два квадратика, а с учётом перио-
дичности — �паркет� из квадратиков (см. рис. 3).

x

y y = x + 3π

π 3π

π

Рис. 3

Пересечение круга с �паркетом квадратиков� состоит из четырех круговых сегментов, суммар-
ную площадь которых проще искать как площадь дополнения к квадрату, заданному условием
|x| + |y| 6 π, в круге x2 + y2 6 π2). Поэтому искомая площадь равна π3 − 2π2.

7. Вовочка написал на доске равенство 101 = 11011. Учитель информатики сказал, что это равенство
будет верным, если понимать его как запись одного и того же числа, но в разных системах
счисления. Найдите основания этих систем.
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Ответ: 18 и 4.

Решение. Пусть основание счисления первого числа равно n, а второго — k. Тогда равенство,
написанное Вовочкой, равносильно уравнению

n2 + 1 = k4 + k3 + k + 1 ⇔ n2 = k4 + k3 + k, n, k ∈ N.

Умножим последнее уравнение на 4 и выделим полные квадраты:

(2n)2 = (2k2 + k)2 + 4k − k2.

Так как при k > 4 выполнено неравенство 4k − k2 < 0, то при k > 4 верно неравенство (2n)2 <

(2k2 +k)2. Сравним (2n)2 с квадратом предыдущего числа (2k2 +k−1)2 = 4k4 +4k3−3k2−2k+1:

(2n)2 > 4k4 + 4k3 − 3k2 − 2k + 1 ⇔ 4k4 + 4k3 + 4k > 4k4 + 4k3 − 3k2 − 2k + 1 ⇔ 3k2 + 6k − 1 > 0.

Решения последнего неравенства образуют числа, принадлежащие множеству
(

−∞;
−3 − 2

√
3

3

)

∪
(

−3 + 2
√

3

3
; +∞

)

,

поэтому указанное неравенство выполняется для всех натуральных k (так как −3+2
√

3
3 < 1 ⇔

−3 + 2
√

3 < 3 ⇔
√

12 < 6). Следовательно, при k > 4 выполнены неравенства
(2k2 + k − 1)2 < (2n)2 < (2k2 + k)2, что невозможно.

Остаётся перебрать значения k = 1, 2, 3, 4. Проверка показывает, что подходят только k = 4,
n = 18.

8. Найдите минимальное значение дискриминанта квадратного трёхчлена, график которого не име-

ет общих точек с областями, расположенными ниже оси абсцисс и над графиком функции y =
1√

1 − x2
.

Ответ: −4.

Решение. Так как дискриминант квадратного трёхчлена

D = b2 − 4ac,

то будем искать максимальное значение произведения ac.Так как для всех x выполнено неравен-
ство ax2 + bx + c > 0, то a > 0, c > 0. Пусть

f(x) =
1√

1 − x2
− (ax2 + bx + c).

Так как для всех |x| < 1 верно f(x) > 0, то

0 6 f

(

1√
2

)

+ f

(

− 1√
2

)

= 2
√

2 − (a + 2c).

Значит a+ 2c 6 2
√

2 поэтому из неравенства между средним арифметическим и средним геомет-
рическим, получаем:

2
√

2 > a + 2c > 2 ·
√

a · 2c = 2
√

2
√

ac.

Следовательно, ac 6 1.

Докажем, что 1 — это максимум ac. Действительно, пусть a = 2c =
√

2, b = 0, тогда исходное
неравенство принимает вид:

√
2x2 +

1√
2

6
1√

1 − x2
⇔
{

(2x2 − 1)2(x2 + 1) > 0,

|x| < 1.

Поэтому для дискриминанта квадратного трёхчлена справедливы неравенства

D = b2 − 4ac > −4ac > −4

и его наименьшее значение равно −4.
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9. В треугольнике ABC проведены биссектрисы AL, BM и CN , причем ∠ANM = ∠ALC. Найдите
радиус окружности, описанной около треугольника LMN , две стороны которого равны 3 и 4.

Ответ: 2

Решение.

Справедливо следующее утверждение:

Пусть AL, BM и CN — биссектрисы внутренних углов треугольника. Если ∠ANM = ∠ALC,

то ∠BCA = 120◦.

Доказательство. Проведём MD ‖ AL, тогда ∠CMD = α
2 . Угол ALC — внешний угол треугольни-

ка ALB, следовательно ∠ANM = ∠ALC = α
2 + β. Угол BMC — внутренний угол треугольника

BMC, значит, ∠BMC = π−β
2−γ = α+β

2 . Поэтому ∠BMD = α+β
2−α

2 = α+β
2 . Угол NMC — внеш-

ний угол треугольника ANM , значит, ∠NMC = 3α
2 +β. Поэтому ∠BMN = 3α

2 +β−α+β
2 −α

2 = α+β
2 .

Значит треугольники BMN и BMD равны, поэтому NM = MD и ∠MDN = π−(α+β)
2 = γ

2 . По-
этому точки N , M , C и D лежат на одной окружности, а так как NM и ND — хорды, стягива-
ющие равные дуги, то NM = ND, т.е. треугольник NMD — правильный, значит γ

2 = π
3 . Значит

∠BCA = 120◦ (см. Рис. 4).

A C

B

L

M

N

D
α
2

α
2

β

2 β

2

Рис. 4

A C

B

F

E

L

M

N

α
2

α
2 60

◦

60
◦

60
◦

β

2 β

2

Рис. 5

Замечание. Справедливо и обратное утверждение: если ∠BCA = 120◦ и AL, BM и CN — бис-

сектрисы внутренних углов треугольника, то ∠ANM = ∠ALC.

Прямая CB является биссектрисой угла NCF (⇒ точка L равноудалена от прямых CN и CF ),
а прямая AL — биссектрисой угла BAF (⇒ точка L равноудалена от прямых AN = NB и AF =
CF ). Следовательно, точка L равноудалена от прямых NC и NB, т.е. прямая NL — биссектриса
угла BNC. Аналогично, прямая CA — биссектриса угла ECN (⇒ точка M равноудалена от
прямых CN и CE), а прямая BM — биссектриса угла ABC (⇒ точка M равноудалена от прямых
BA = NA и BE = CE). Следовательно, точка M равноудалена от прямых NA и NC, т.е прямая
NM — биссектриса угла ANC. Поэтому ∠MNL = 90◦ (см. Рис. 5).

Оценим, какие значения могут принимать тангенсы острых углов 4LMN .

Из 4ANC получаем, что ∠ANC = 120◦ − α ⇒ ∠MNC = 60◦ − α
2 ⇒ ∠NMC = 60◦ + α

2 .

Из 4BNC получаем, что ∠BNC = 120◦ − β ⇒ ∠LNC = 60◦ − β
2 ⇒ ∠NLC = 60◦ + β

2 .

По теореме синусов для 4NMC получаем:
NC

sin∠NMC
=

NM

sin∠NCM
⇒ NC =

2NM sin
(

60◦ + α
2

)

√
3

.

По теореме синусов для 4NLC получаем:
NC

sin∠NLC
=

NL

sin ∠NCL
⇒ NC =

2NL sin
(

60◦ + β
2

)

√
3

.

C учётом равенства α
2 + β

2 = 30◦ из последних двух соотношений получаем, что

tg ∠NLM =
NM

NL
=

sin
(

90◦ − α
2

)

sin
(

60◦ + α
2

) .
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Так как α
2 ∈ (0◦, 30◦) и функция y = sin t возрастает в первой четверти, то tg ∠NLM ∈

(√
3

2
;

2√
3

)

.

Если 3 и 4 — длины катетов 4NLM , то либо tg ∠NLM =
3

4
, либо tg ∠NLM =

4

3
. Но так

как
3

4
<

√
3

2
=

√

3

4
, то этот случай невозможен. Следовательно, возможен лишь случай, когда

ML = 4 (гипотенуза), а 3 — длина одного из катетов. Длина другого катета по теореме Пифагора

равна
√

7. Так как справедливы неравенства

√
3

2
<

√
7

3
<

2√
3
⇔ 3

4
<

7

9
<

4

3
, то этот случай реа-

лизуется. Так как в прямоугольном треугольнике радиус описанной окружности равен половине
гипотенузы, то

R =
ML

2
= 2.

10. При каких натуральных n и k неравенства |x1| + . . . + |xk| 6 n и |y1| + . . . + |yn| 6 k имеют
одинаковые количества целочисленных решений (x1, . . . , xk) и (y1, . . . , yn)?

Ответ: для любых натуральных n и k.

Решение.

I. Вначале докажем, что для любых натуральных n и k и любого l неравенства:

x1 + . . . + xk 6 n (1) и y1 + . . . + yn 6 k (2)

имеют одинаковое число решений, в которых значения всех переменных целые неотрицательные
и ровно l из них отличны от нуля.

Первое доказательство. Действительно, если l = 0 то у каждого неравенства единственное ре-
шение (x1 = . . . = xk = 0 и y1 = . . . = yn = 0). Если же l > 0, то каждому такому решению
неравенства (1) однозначно сопоставим такое же решение неравенства (2): рассмотрим произ-
вольное решение неравенства (1), в котором m1, m2, . . . , ml (m1 < m2 < . . . < ml) — номера
переменных, отличных от нуля и переменные, стоящие на указанных местах принимают положи-
тельные значения: p1, p2, . . . pl. По этому решению построим решение неравенства (2): на местах
с номерами p1, p1 + p2, p1 + p2 + p3, . . . , p1 + p2 + . . . + pl поставим m1, m2 − m1, m3 − m2,. . . ,
ml −ml−1, а на остальных местах поставим нули. Так как m1 > 0, m2 −m1 > 0, m3 −m2 > 0,. . . ,
ml−ml−1 > 0 и m1 +(m2−m1)+(m3−m2)+(ml−ml−1) = ml 6 n, то построено нужное решение
неравенства (2). Аналогично: рассмотрим произвольное решение неравенства (2), в котором r1,
r2, . . . , rl (r1 < r2 < . . . < rl) номера переменных, отличных от нуля и переменные, стоящие на
указанных местах принимают положительные значения: q1, q2, . . . ql. Тогда этому решению соот-
ветствует решение неравенства (1): на местах с номерами q1, q1+q2, q1+q2+q3, . . . , q1+q2+ . . .+ql

стоят r1, r2−r1, r3−r2,. . . , rl−rl−1, а на остальных местах стоят нули, при этом q1+q2+. . .+ql 6 n

и r1 + (r2 − r1) + (r3 − r2) + (rl − rl−1) = rl 6 k.

Второе доказательство. Всякое решение неравенства x1 + x2 + . . . + xl 6 n, в котором значения
всех переменных целые и положительные, можно изобразить в виде последовательности из n

точек, разделенных l палочками, так что перед первой палочкой стоит x1 точка, между первой и
второй палочкой стоят x2 точки, между второй и третьей палочкой стоят x3 точки и т.д., между
l− 1-й и l-й запятой стоят xl точек. Тогда палочки должны стоять в разных промежутках между
точками, а последняя палочка может стоять как между точками (что соответствует строгому
неравенству), так и после последней точки (что соответствует равенству). Причем любая такая
расстановка палочек даёт решение указанного вида для этого неравенства.

Поэтому число решений указанного вида для этого неравенства равно числу способов выбрать
из n промежутков между точками (одно место находится после всех точек) места для l палочек,
то есть C l

n. Поэтому число решений неравенства x1 + x2 + . . . + xk 6 n, в котором значения всех
переменных целые и неотрицательные и ровно l из них отличны от 0, равно C l

nC l
k (C l

n умножается
на количество способов выбрать из k переменных l неотрицательных, т.е. на C l

k).
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Аналогично, число решений неравенства y1+y2+. . .+yn 6 k. в котором значения всех переменных
целые и неотрицательные и ровно l из них отличны от 0, равно C l

kC
l
n.

Тем самым доказали что для любых натуральных n и k и любого l : 0 6 l 6 min(n, k) неравен-
ства:

x1 + . . . + xk 6 n (1) и y1 + . . . + yn 6 k (2)

имеют одинаковое число решений, в которых значения всех переменных целые неотрицательные
и ровно l из них отличны от нуля.

II. Если (x1, x2, . . . , xk) — решение неравенства (1), в котором все xi > 0 (i = 1, 2, . . . , k) — целые
и ровно l из них отличны от нуля, то из этого решения получаем ровно 2l различных решений
неравенства |x1| + . . . + |xk| 6 n, заменяя каждое положительное xi > 0 (i = 1, 2, . . . , k) на
два значения: xi и −xi. Отметим, что таким образом мы получим все целочисленные решения
неравенства |x1| + . . . + |xk| 6 n, у которых ровно l значений переменных отличны от нуля. Из
этого рассуждения, используя утверждение пункта I, получаем: что для любых натуральных n

и k неравенства
|x1| + . . . + |xk| 6 n и |y1| + . . . + |yn| 6 k

имеют одинаковое число целочисленных решений, в которых ровно l значений переменных отлич-
ны от нуля. Далее, перебирая все значения l от 0 до min(n, k), получаем доказательство утвер-
ждения.

Из приведённых рассуждений следует, что количество целочисленных решений неравенств

|x1| + . . . + |xk| 6 n и |y1| + . . . + |yn| 6 k

равно
min(n,k)
∑

l=0

2lC l
kC

l
n.
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ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

¾ËÎÌÎÍÎÑÎÂ�2013¿

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ïî ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

ðåøåíèÿ

9 êëàññ

1. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD è âûáðàíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1, òàêèå, ÷òî òî÷êà A
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà DD1, òî÷êà B � ñåðåäèíîé AA1, òî÷êà C � ñåðåäèíîé

BB1 è òî÷êà D � ñåðåäèíîé CC1. Íàéäèòå ïëîùàäü A1B1C1D1, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

S(ABCD) = 1.

Îòâåò:5

Ðåøåíèå:

A B

CD

D1

A1

B1

C1

H

Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè 4ABC è 4ABD1 ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû èõ ïëî-

ùàäè. Òðåóãîëüíèêè 4ABD1 è 4A1BD1 èìåþò îáùóþþ âûñîòó D1H è ðàâíûå îñ-

íîâàíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåëèêè. Òàêèì îáðàçîì, S(4AA1D1) = 1. Ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî S(4BB1A1) = S(4CC1B1) = S(4DD1C1) = 1. Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì
S(A1B1C1D1) = 5.

2. a) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé N = 100 . . . 0︸ ︷︷ ︸
40

, íå ÿâëÿþùèõñÿ íè òî÷-

íûìè êâàäðàòàìè (ò.å. êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë), íè òî÷íûìè êóáàìè. b) ... íå

ïðåäñòàâèìûõ â âèäå mn, ãäå m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì n > 1. .

Îòâåò:à) 1093; á) 981.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì ÷åðåçKn êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ òî÷íûìè n-ìè ñòå-
ïåíÿìè



à)N = 240 · 540, äåëèòåëè N èìåþò âèä 2m · 5n, ãäå 0 6 m,n 6 40. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ
41× 41 = 1681 äåëèòåëåé. Èç íèõ ïîëíûìè êâàäðàòàìè áóäóò òå, â êîòîðûõ m è n �

÷åòíûå, òàêèõ áóäåò 21 × 21 = 441, ñëåäîâàòåëüíî 1240 äåëèòåëåé íå áóäóò òî÷íûìè

êâàäðàòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè òî÷íûõ êóáîâ áóäóò è ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ åùå è òî÷íûìè êâàä-

ðàòàìè. Ýòî ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ òî÷íûìè 6 ñòåïåíÿìè. Èõ êîëè÷åñòâî ñ÷èòàåì àíàëî-

ãè÷íî òîìó, êàê ñ÷èòàëè êîëè÷åñòâî òî÷íûõ êâàäðàòîâ. À äåëèòåëåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ

íè òî÷íûìè êâàäðàòàìè, íè òî÷íûìè êóáàìè áóäåò 1240 - K3 +K6.

á) àíàëîãè÷íî ïóíêòó à)

3. Ðåøèòü ñèñòåìó


x2 = 2

√
y2 + 1;

y2 = 2
√
z2 − 1− 2;

z2 = 4
√
x2 + 2− 6.

Îòâåò:(
√
2, 0,
√
2), (
√
2, 0,−

√
2), (−

√
2, 0,
√
2), (−

√
2, 0,−

√
2).

Ðåøåíèå:Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ a =
√
x2 + 2, b =

√
y2 + 1, c =

√
z2 − 1. Ïîëó÷èòñÿ

ñèñòåìà:


a2 − 2 = 2b

b2 − 1 = 2c− 2

c2 + 1 = 4a− 6

Ñëîæèì âñå óðàâíåíèÿ è ïåðåíåñåì â ëåâóþ ÷àñòü: a2 + b2 + c2 − 4a− 2b− 2c+ 6 = 0.
Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäàðòû, ïîëó÷èì (a − 2)2 + (b − 1)2 + (c − 1)2 = 0, îòêóäà a = 2,
b = 1, c = 1. Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó, ïîëó÷èì x = ±

√
2, y = 0, z = ±

√
2.

4. Êîëÿ ñåë èãðàòü â WoW â ìîìåíò, êîãäà ÷àñîâàÿ è ìèíóòíàÿ ñòðåëêè áûëè ïðîòèâî-

ïîëîæíû. Îí çàêîí÷èë èãðàòü ÷åðåç öåëîå ÷èñëî ìèíóò, ïðè÷åì, â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ

ìèíóòíàÿ ñòðåëêà ñîâïàëà ñ ÷àñîâîé. Ñêîëüêî âðåìåíè îí èãðàë (åñëè èçâåñòíî, ÷òî

îí èãðàë ìåíüøå 12 ÷àñîâ)?

Ðåøåíèå:Ìèíóòíàÿ ñòðåëêà äîãîíÿåò ÷àñîâóþ ñî ñêîðîñòüþ 11
2

◦
/ìèí. ×òîáû îíè ñîâ-

ïàëè ðàçíîñòü óãëîâ ïîâîðîòà äîëæíà áûòü 180 + 360k. Ýòà âåëè÷è÷íà êðàòíà 11 ïðè
k = 5, 16, .... Ïî ñìûñëó çàäà÷è ïîäõîäèò òîëüêî k = 5, ÷òî äàåò íàì 6 ÷àñîâ.

5. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m,n), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

n · (n− 1) · (n− 2) · (n− 3) = m · (m− 1).

Îòâåò:(1, 1), (2, 1); (3, 1).

Ðåøåíèå:Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â âèäå

(n2 − 3n) · (n2 − 3n+ 2) = m2 −m

è îáîçíà÷èì N = n2− 3n+1, òîãäà, âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû N2− 1 = (m− 1
2)

2− 1
4 .

Äîìíîæàÿ íà 4, ïîëó÷àÿ (2N)2 − (2m − 1)2 = 3. ×èñëî 2N � öåëîå è ÷åòíîå, 2m − 1
� öåëîå è íå÷åòíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, 2N = ±2, 2m − 1 = ±1. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà

ïîëó÷èì n = 0, 1, 2, 3, èç âòîðîãî m = 0, 1. Ïîñêîëüêó â çàäà÷å ñïðàøèâàþòñÿ òîëüêî
íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ, òî n = 1, 2, 3 è m = 1.

Óêàçàííîå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà , êîãäà åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâíû

íóëþ.



6. Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ R è R′ êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå P
è êàñàþòñÿ ïðÿìîé l â òî÷êàõ A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Q � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìîé BP ñ ïåðâîé îêðóæíîñòüþ. Îïðåäåëèòü, íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ïðÿìîé l
ðàñïîëîæåíà òî÷êà Q.

P

BA

Q

Îòâåò:2R, ò.å. ýòà òî÷êà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå A.

Ðåøåíèå:Ïðîâåäÿ îáùóþ êàñàòåëüíóþ â òî÷êå P , çàìåòèì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå APB
óãîë APB ðàâåí ñóììå äâóõ äðóãèõ óãëîâ. Çíà÷èò, îí ïðÿìîóãîëüíûé, à òî÷êà Q �

äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå A.

7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷èñëà x, y è z � öåëûå, òî ÷èñëî 1
2

(
(x− y)4 + (y − z)4 + (z − x)4

)
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì a = x−y, b = y−z, c = z−x. Òîãäà σ1 = a+b+c = 0. Îáîçíà÷èì
ab+ ac+ bc = σ2, abc = σ3 è âûðàçèì ÷åðåç íèõ: 1

2

(
a4 + b4 + c4

)
= σ22.

8. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü öåëûå ÷èñëà a, b, c ∈ [1, 100], òàê,
÷òîáû òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè A(−1, a), B(0, b) è C(1, c) îáðàçîâûâàëè ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê?

Îòâåò:974

Ðåøåíèå:AB2 = 1 + (b− a)2, BC2 = 1 + (c− b)2, AC2 = 4 + (c− a)2.
Åñëè òðåóîãëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé ñ ãèïîòåíóçîé AC, òî ïî ò.Ïèôàãîðà

AC2 = AB2 + BC2, 1 + (b − a)2 + 1 + (b − c)2 = 4 + (a − c)2, ÷òî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

(b− a)(b− c) = 1. Òàê êàê îáà ìíîæèòåëÿ � öåëûå ÷èñëà, èìååì òîëüêî òàêèå ñëó÷àè:

b = a + 1 = c + 1 è b = a − 1 = c − 1, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ åñòü 99 òðîåê (a, b, c),
ò.å. 198 ñïîñîáîâ.

Åñëè ãèïîòåíóçîé ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíà AB, òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (c −
a)(c− b) = −2, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
c = a+ 1 = b− 2,

c = a− 1 = b+ 2,

c = a+ 2 = b− 1,

c = a− 2 = b+ 1,

äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ åñòü 97 òðîåê (a, b, c), ò.å. âñåãî 97 · 4 = 388 ñïîñîáîâ.

Åñëè ãèïîòåíóçîé ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíà BC, òî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (a− b)(a− c) = −2.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íàõîäèì 388 ñïîñîáîâ.

Âñåãî ïîëó÷àåì 198+388+388=974 ñïîñîáîâ.



ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ïî ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

ðåøåíèÿ

8 êëàññ

1. Ðåøèòå ðåáóñ (îäèíàêîâûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûì - ðàç-

íûå)

MSU + MSU + MSU + MSU + OLYMP + OLYMP = MOSCOW

Îòâåò:C = 5, L = 7, M = 1, O = 9, P = 2, S = 4, U = 3, W = 6, Y = 0, 143 + 143 +
143 + 143 + 97012 + 97012 = 194596.

Ðåøåíèå:

2. a) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåéN = 100 . . . 0︸ ︷︷ ︸
999

, íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷íûìè

êâàäðàòàìè (ò.å. êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). b) ... íå ÿâëÿþùèõñÿ íè òî÷íûìè

êâàäðàòàìè, íè òî÷íûìè êóáàìè.

Îòâåò:à) 750000; á) 666333 .

Ðåøåíèå:N = 2999 · 5999, äåëèòåëè N èìåþò âèä 2m · 5n, ãäå 0 6 m,n 6 999. Âñåãî
ïîëó÷àåòñÿ 1000 × 1000 = 1000000 äåëèòåëåé. Èç íèõ ïîëíûìè êâàäðàòàìè áóäóò òå,

â êîòîðûõ m è n � ÷åòíûå, òàêèõ áóäåò 500 × 500 = 250000, ñëåäîâàòåëüíî 750000

äåëèòåëåé íå áóäóò òî÷íûìè êâàäðàòàìè.

á) Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè òî÷íûõ êóáîâ áóäóò è ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ åùå è òî÷íûìè êâàä-

ðàòàìè. Ýòî â òî÷íîñòè ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ òî÷íûìè 6 ñòåïåíÿìè. Èõ êîëè÷åñòâî

ñ÷èòàåì àíàëîãè÷íî ïóíêòó à).

3. Áëîõà ïðûãàåò ïî ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðè÷åì äëèíà êàæäîãî ïðûæêà íå ìîæåò áûòü

ìåíüøå n. Îíà íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò è õî÷åò ïîáûâàòü âî âñåõ
öåëûõ òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [0, 2013] (è òîëüêî â íèõ!) ðîâíî ïî îäíîìó

ðàçó. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì çíà÷åíèè n ýòî ó íåå ïîëó÷èòñÿ?

Îòâåò:n = 1006.

Ðåøåíèå:Ïðè n = 1006 ìîæíî ïîñòðîèòü ïóòü

0→ 1007→ 1→ 1008→ . . .→ 1005→ 2012→ 1006→ 2013.

Äîêàæåì, ÷òî n íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1006. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì n > 1007.
Òîãäà â òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé 1007 ìîæíî ïîïàñòü òîëüêî èç íà÷àëà îòðåçêà (òî÷êè 0).

Íî åñëè áëîõà ïðûãíåò îòòóäà â òî÷êó 1007, òî îáðàòíî ïðûãíóòü îíà óæå íå ìîæåò,

ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà çàêîí÷èòü ñâîé ïóòü â ýòîé òî÷êå è íå ïîáûâàåò â äðóãèõ

òî÷êàõ îòðåçêà.

4. Ðåøèòü ñèñòåìó


x2 − 2y + 1 = 0;

y2 − 4z + 7 = 0

z2 + 2x− 2 = 0.



Îòâåò:x = −1, y = 1, z = 2.

Ðåøåíèå:Ñëîæèâ âñå òðè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì x2 − 4x + y2 − 2y + z2 − 4z + 6 = 0.
Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû, ïîëó÷èì (x+ 1)2 + (y − 1)2 + (z − 2)2 = 0, îòêóäà x = −1,
y = 1, z = 2. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî óêàçàííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì

ñèñòåìû.

5. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî 9�çíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ êàæäàÿ öèôðà îò 1 äî 9 âñòðå÷àåòñÿ

ðîâíî 1 ðàç, öèôðû 1,2,3,4,5 ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, à öèôðà 6 ñòîèò

ðàíüøå öèôðû 1 (íàïðèìåð 916238457).

Îòâåò:504

Ðåøåíèå:Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ðàññòàíîâêè öèôð 7,8,9, îñòàëüíûå öèôðû ñòàâÿòñÿ îä-

íîçíà÷íî. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë ðàâíî 7 · 8 · 9 = 504.

6. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD è âûáðàíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1, òàêèå, ÷òî òî÷êà A
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêàDD1, òî÷êàB � ñåðåäèíîéAA1, òî÷êà C � ñåðåäèíîéBB1

è òî÷êà D � ñåðåäèíîé CC1. à) Äîêàæèòå, ÷òî A1B1C1D1 � òîæå ïàðàëëåëîãðàìì.

á) Íàéäèòå åãî ïëîùàäü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî S(ABCD) = 1.

Îòâåò:á)5

Ðåøåíèå:

A B

CD

D1

A1

B1

C1

H

à) Èç ñâîéñòâ ïàðàëëåëîãðàììà ñëåäóåò, ÷òî AB = CD, ∠BAD1 = 180◦ − ∠BAD =
180◦ − ∠BCD = ∠DCB1, AD1 = AD = BC = CB1. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè

4ABD1 è 4CBD1 ðàâíû. Ïîñêîëüêó CC1 = 2CD = 2AB = AA1, òî ðàâíû òðåóãîëü-

íèêè 4CC1B1 è 4AA1D1. Ñëåäîâàòåëüíî A1D1 = B1C1, àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî A1B1 = C1D1. Åñëè ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû 4�óãîëüíèêà ðàâíû, òî ýòî � ïà-

ðàëëåëîãðàìì.

á) Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè 4ABC è 4ABD1 ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû èõ

ïëîùàäè. Òðåóãîëüíèêè 4ABD1 è 4A1BD1 èìåþò îáùóþþ âûñîòó D1H è ðàâíûå



îñíîâàíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåëèêè. Òàêèì îáðàçîì, S(4AA1D1) = 1. Ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî S(4BB1A1) = S(4CC1B1) = S(4DD1C1) = 1. Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì
S(A1B1C1D1) = 5.

7. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè øàõìàòíûé ôåðçü ìîæåò ïðîéòè ñ ïîëÿ d1 íà ïîëå
h8, åñëè åìó ðàçðåøàåòñÿ õîäèòü òîëüêî âïðàâî, ââåðõ èëè ïî äèàãîíàëè âïðàâî�ââåðõ
íà ëþáîå ÷èñëî êëåòîê?

a b c d e f g h

1

2

3

4

5

6

7

8

Îòâåò:39625

Ðåøåíèå:Ïîñëåäîâàòåëüíî (íà÷èíàÿ ñ d1) íàéäåì êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûì ìîæ-

íî ïðîéòè â êàæäóþ êëåòêó. Â d1 ñòàâèì 1, à êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ

ñóììèðîâàíèåì ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïî ñòîëáöó ñíèçó, ïî ñòðîêå ñëåâà è ïî äèàãîíàëè

ñëåâà�ñíèçó. Òîãäà â h8 áóäåò ñòîÿòü ÷èñëî 39625.
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ðåøåíèÿ

7 êëàññ

1. Ìîòîðíàÿ ëîäêà èäåò 1 ÷àñ ïî òå÷åíèþ èç Âåðõíèõ Âàñþêîâ â Íèæíèå Âàñþêè, à âîç-

âðàùàåòñÿ ïðîòèâ òå÷åíèÿ çà äâà ÷àñà. Âîâî÷êà èç Âåðõíèõ Âàñþêîâ ïóñòèë ïî ðå÷êå

áóìàæíûé êîðàáëèê. ×åðåç êàêîå âðåìÿ êîðàáëèê ïðèïëûâåò â Íèæíèå Âàñþêè?

Îòâåò:4 ÷àñà.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì S � ðàññòîÿíèå ìåæäó Âåðõíèìè è Íèæíèìè Âàñþêàìè. Òîãäà

ñêîðîñòü ëîäêè ïî òå÷åíèþ ðàâíà S, à ïðîòèâ S/2. Òîãäà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðàâíà S/4,
ñëåäîâàòåëüíî êîðàáëèê ïðèïëûâåò ÷åðåç 4 ÷àñà.

2. a) Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé èìååò ÷èñëî N = 100 . . . 0︸ ︷︷ ︸
99

? b) Íàéäèòå êîëè÷å-

ñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé N , íå ÿâëÿþùèõñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè (ò.å. êâàäðàòàìè

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë).

Îòâåò:à) 10000; á) 7500.

Ðåøåíèå:N = 299 · 599, äåëèòåëè N èìåþò âèä 2m · 5n, ãäå 0 6 m,n 6 99. Âñåãî
ïîëó÷àåòñÿ 100 × 100 = 10000 äåëèòåëåé. Èç íèõ ïîëíûìè êâàäðàòàìè áóäóò òå, â

êîòîðûõ m è n � ÷åòíûå, òàêèõ áóäåò 50 × 50 = 2500, ñëåäîâàòåëüíî 7500 äåëèòåëåé
íå áóäóò òî÷íûìè êâàäðàòàìè.

3. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD è âûáðàíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1, òàêèå, ÷òî òî÷êà A
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà DD1, òî÷êà B � ñåðåäèíîé AA1, òî÷êà C � ñåðåäèíîé

BB1 è òî÷êà D � ñåðåäèíîé CC1. Äîêàæèòå, ÷òî 4�óãîëüíèê A1B1C1D1 ÿâëÿåòñÿ

ïàðàëëåëîãðàììîì.

Ðåøåíèå:Èç ñâîéñòâ ïàðàëëåëîãðàììà ñëåäóåò, ÷òî AB = CD, ∠BAD1 = 180◦ −
∠BAD = 180◦ − ∠BCD = ∠DCB1, AD1 = AD = BC = CB1. Ñëåäîâàòåëüíî, òðå-

óãîëüíèêè 4ABD1 è 4CBD1 ðàâíû. Ïîñêîëüêó CC1 = 2CD = 2AB = AA1, òî ðàâíû

òðåóãîëüíèêè 4CC1B1 è 4AA1D1. Ñëåäîâàòåëüíî A1D1 = B1C1, àíàëîãè÷íî äîêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî A1B1 = C1D1. Åñëè ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû 4�óãîëüíèêà ðàâíû, òî

ýòî � ïàðàëëåëîãðàìì.



A B

CD

D1

A1

B1

C1

4. Áëîõà ïðûãàåò ïî ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðè÷åì äëèíà êàæäîãî ïðûæêà íå ìîæåò áûòü

ìåíüøå n. Îíà íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò è õî÷åò ïîáûâàòü âî âñåõ
öåëûõ òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [0, 2013] (è òîëüêî â íèõ!) ðîâíî ïî îäíîìó

ðàçó. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì çíà÷åíèè n ýòî ó íåå ïîëó÷èòñÿ?

Îòâåò:n = 1006.

Ðåøåíèå:Ïðè n = 1006 ìîæíî ïîñòðîèòü ïóòü

0→ 1007→ 1→ 1008→ . . .→ 1005→ 2012→ 1006→ 2013.

Äîêàæåì, ÷òî n íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1006. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì n > 1007.
Òîãäà â òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé 1007 ìîæíî ïîïàñòü òîëüêî èç íà÷àëà îòðåçêà (òî÷êè 0).

Íî åñëè áëîõà ïðûãíåò îòòóäà â òî÷êó 1007, òî îáðàòíî ïðûãíóòü îíà óæå íå ìîæåò,

ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà çàêîí÷èòü ñâîé ïóòü â ýòîé òî÷êå è íå ïîáûâàåò â äðóãèõ

òî÷êàõ îòðåçêà.

5. Ðåøèòå ðåáóñ (îäèíàêîâûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå öèôðû, ðàçíûì - ðàç-

íûå)

MSU + MSU + MSU + MSU + OLYMP + OLYMP = MOSCOW

Îòâåò:C = 5, L = 7, M = 1, O = 9, P = 2, S = 4, U = 3, W = 6, Y = 0, 143 + 143 +
143 + 143 + 97012 + 97012 = 194596.

Ðåøåíèå:Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó MSU ≤ 987, OLYMP ≤ 98765, òî

MSU +MSU +MSU +MSU +OLYMP +OLYMP ≤ 987× 4 + 98765× 4 = 201478.

Òàêèì îáðàçîì M ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî 1 èëè 2. M = 2 íå ïîäõîäèò, ò.ê. â ýòîì
ñëó÷àå

MSU +MSU +MSU +MSU +OLYMP +OLYMP ≤ 298× 4 + 98765× 4 = 198722.



Ñëåäîâàòåëüíî M = 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñëîæåíèè O è O ïîëó÷àåòñÿ 1O, ïðè ýòîì èç

ïðåäûäóùèõ ðàçðÿäîâ ïåðåíîñèòñÿ íå áîëåå 2. Ñëåäîâàòåëüíî O ìîæåò áûòü òîëüêî

8 èëè 9. Ïðåäïîëîæèì O = 8, òîãäà

MSU +MSU +MSU +MSU +OLYMP +OLYMP ≤ 198× 4 + 89716× 4 = 180314.

Íî òîãäà S äîëæíî áûòü ðàâíî 0, ñëåäîâàòåëüíî,

MSU +MSU +MSU +MSU +OLYMP +OLYMP ≤ 109× 4 + 89716× 4 = 179868,

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Èòàê, O = 9.

6. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè øàõìàòíûé êîðîëü ìîæåò ïðîéòè ñ ïîëÿ e1 íà

ïîëå h5, åñëè åìó ðàçðåøàåòñÿ õîäèòü òîëüêî íà îäíó êëåòêó âïðàâî, ââåðõ èëè ïî

äèàãîíàëè âïðàâî�ââåðõ?

Îòâåò:129 ñïîñîáîâ.

Ðåøåíèå:Ïîñëåäîâàòåëüíî (íà÷èíàÿ ñ å1) íàéäåì êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûì ìîæ-

íî ïðîéòè â êàæäóþ êëåòêó. Êàæäîå ÷èñëî (êðîìå 1) ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ñî-

ñåäåé ñíèçó, ñëåâà è ñëåâà�ñíèçó.

a b c d e f g h

1

2

3

4

5

6

7

8

1 1 1 1

1 3 5 7

1 5 13 25

1 7 25 63

1 9 41 129
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