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Задание для разминки 

1. Второй член геометрической прогрессии равен 5, а третий член равен 1. Найдите первый 

член этой прогрессии. 

Ответ: 25. Решение. Так как 32

1 2

aa
q

a a
  , то 

2

2
1

3

25
a

a
a

  . 

2. Найдите площадь прямоугольного треугольника, катет которого равен 6, а гипотенуза 

равна 10. 

Ответ: 24. Решение. По теореме Пифагора второй катет равен 2 210 6 8  . Значит, пло-

щадь треугольника равна 
6 8

24
2


 . 

Основное задание 

1.1. Бизнесмены Иванов, Петров и Сидоров решили создать автопредприятие. Иванов ку-

пил для предприятия 70 одинаковых автомобилей, Петров – 40 таких же автомобилей, а Сидоров 

внес в предприятие 44 миллиона рублей. Известно, что Иванов и Петров могут поделить эти день-

ги между собой так, что вклад в общее дело каждого из трех бизнесменов будет одинаковым. 

Сколько денег полагается Иванову? Ответ дать в миллионах рублей. 

Ответ: 40. Решение. 1 способ. Каждый из бизнесменов должен внести столько же, сколько 

Сидоров, то есть 44 млн. руб. Если автомобиль стоит x, то 
70 40

44
3

x x
 , 1,2x  . Получается, что 

Иванов внес 70 1,2 84   млн. руб., поэтому он должен получить обратно 84 44 40   млн. руб. 

Петров внес 40 1,2 48   млн. руб., поэтому он должен получить обратно 48 44 4   млн. руб. 

2 способ. Каждый из бизнесменов должен внести столько же, сколько Сидоров, то есть 44 

млн. руб. Если Иванов заберет t млн. руб., то Петрову останется ( 44 t ) млн. руб. Поэтому 

70 44x t   и  40 44 44x t    (здесь x – цена автомобиля). Решая эту систему, получим 1,2x   и 

40t  . 

1.2. Бизнесмены Иванов, Петров и Сидоров решили создать автопредприятие. Иванов ку-

пил для предприятия 70 одинаковых автомобилей, Петров – 40 таких же автомобилей, а Сидоров 

внес в предприятие 33 миллиона рублей. Известно, что Иванов и Петров могут поделить эти день-

ги между собой так, что вклад в общее дело каждого из трех бизнесменов будет одинаковым. 

Сколько денег полагается Иванову? Ответ дать в миллионах рублей. 

Ответ: 30. 

1.3. Выпускники престижного колледжа Александр, Борис и Валерий решили создать ком-

пьютерную фирму. Александр купил для фирмы 30 одинаковых компьютеров, Борис – 50 таких же 

компьютеров, а Валерий внес в предприятие 24 тысячи долларов. Известно, что Александр и Бо-

рис могут поделить эти деньги между собой так, что вклад в общее дело каждого из трех молодых 

людей будет одинаковым. Сколько денег полагается Борису? Ответ дать в тысячах долларов. 

Ответ: 21. 



1.4. Выпускники престижного колледжа Александр, Борис и Валерий решили создать ком-

пьютерную фирму. Александр купил для фирмы 30 одинаковых компьютеров, Борис – 50 таких же 

компьютеров, а Валерий внес в предприятие 32 тысячи долларов. Известно, что Александр и Бо-

рис могут поделить эти деньги между собой так, что вклад в общее дело каждого из трех молодых 

людей будет одинаковым. Сколько денег полагается Борису? Ответ дать в тысячах долларов. 

Ответ: 28. 

1.5. Фермеры Иван, Петр и Федор решили создать молочную ферму. Иван купил для фермы 

90 коров (все по одной цене), Петр – 80 таких же коров, а Федор внес в предприятие 34 тысячи 

долларов. Известно, что Иван и Петр могут поделить эти деньги между собой так, что вклад в об-

щее дело каждого из трех фермеров будет одинаковым. Сколько денег полагается Ивану? Ответ 

дать в тысячах долларов. 

Ответ: 20. 

1.6. Фермеры Иван, Петр и Федор решили создать молочную ферму. Иван купил для фермы 

90 коров (все по одной цене), Петр – 80 таких же коров, а Федор внес в предприятие 51 тысячу 

долларов. Известно, что Иван и Петр могут поделить эти деньги между собой так, что вклад в об-

щее дело каждого из трех фермеров будет одинаковым. Сколько денег полагается Ивану? Ответ 

дать в тысячах долларов. 

Ответ: 30. 

1.7. Три подруги Елена, Ольга и Татьяна решили открыть маленький бутик готового платья. 

Елена купила для магазина 80 платьев (все по одной цене), Ольга – 50 таких же платьев, а Татьяна 

внесла в предприятие 156 тысяч рублей. Известно, что Елена и Ольга могут поделить эти деньги 

между собой так, что вклад в общее дело каждой из трех девушек будет одинаковым. Сколько де-

нег полагается Елене? Ответ дать в тысячах рублей. 

Ответ: 132. 

1.8. Три подруги Елена, Ольга и Татьяна решили открыть маленький бутик готового платья. 

Елена купила для магазина 80 платьев (все по одной цене), Ольга – 50 таких же платьев, а Татьяна 

внесла в предприятие 234 тысячи рублей. Известно, что Елена и Ольга могут поделить эти деньги 

между собой так, что вклад в общее дело каждой из трех девушек будет одинаковым. Сколько де-

нег полагается Елене? Ответ дать в тысячах рублей. 

Ответ: 198. 

 

2.1. Сколько 9-значных чисел, делящихся на 5, можно составить путѐм перестановки цифр 

числа 377 353 752? 

Ответ: 1120. Решение. Так как число делится на 5, то на 9-м месте может стоять только пя-

тѐрка. После этого нужно на оставшиеся 8 мест распределить 8 цифр: 3 семѐрки, 3 тройки, пятерку 

и двойку. Всего перестановок будет 8!, но так как есть повторяющиеся цифры, то ответ будет: 

8! 2 3 4 5 6 7 8
4 5 7 8 1120

3!3! 2 3 2 3

     
     

  
. 

2.2. Сколько 9-значных чисел, делящихся на 2, можно составить путѐм перестановки цифр 

числа 131 152 152? 

Ответ: 840. Указания. Чисел будет 
8!

840
4!2!

 . 

2.3. Сколько 9-значных чисел, делящихся на 5, можно составить путѐм перестановки цифр 

числа 137 153 751? 

Ответ: 1680. Указания. Чисел будет 
8!

1680
3!2!2!

 . 



2.4. Сколько 9-значных чисел, делящихся на 2, можно составить путѐм перестановки цифр 

числа 231 157 152? 

Ответ: 3360. Указания. Чисел будет 
8!

3360
3!2!

 . 

3.1. Определите площадь полной поверхности куба, если расстояние между непересекаю-

щимися диагоналями двух смежных граней этого куба равно 8. В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 1152. Решение. Возьмѐм в качестве указанных в условии диагоналей для опреде-

лѐнности диагонали 
1 1AC  и 

1AD  куба 
1 1 1 1ABCDA BC D . Построим две параллельные плоскости 

1 1AC B  и 
1ADC , в каждой из которых лежит по одной из этих диагоналей. Расстояние между этими 

плоскостями равно данному в условии расстоянию между диагоналями d. Его можно выразить че-

рез длину ребра куба a, например, рассмотрев перпендикулярное этим двум плоскостям сечение 

1 1B D DB . Диагональ куба 
1B D  перпендикулярна обеим плоскостям и делится ими на три равные 

части. Получаем: 
3

3

a
d  , то есть 3a d . Тогда 

2 2 26 6 3 18S a d d    . 

3.2. Определите площадь полной поверхности куба, если расстояние между непересекаю-

щимися диагоналями двух смежных граней этого куба равно 3. В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 162. 

3.3. Определите площадь полной поверхности куба, если расстояние между непересекаю-

щимися диагоналями двух смежных граней этого куба равно 4. В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 288. 

3.4. Определите площадь полной поверхности куба, если расстояние между непересекаю-

щимися диагоналями двух смежных граней этого куба равно 5. В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 450. 

3.5. Определите площадь полной поверхности куба, если расстояние между непересекаю-

щимися диагоналями двух смежных граней этого куба равно 6. В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 648. 

3.6. Определите площадь полной поверхности куба, если расстояние между непересекаю-

щимися диагоналями двух смежных граней этого куба равно 7. В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 882. 

3.7. Определите расстояние между непересекающимися диагоналями двух смежных граней 

куба, если площадь полной поверхности этого куба равна 162. В случае, если ответ будет нецелым 

числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 3. 

3.8. Определите расстояние между непересекающимися диагоналями двух смежных граней 

куба, если площадь полной поверхности этого куба равна 288. В случае, если ответ будет нецелым 

числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 4. 



3.9. Определите расстояние между непересекающимися диагоналями двух смежных граней 

куба, если площадь полной поверхности этого куба равна 450. В случае, если ответ будет нецелым 

числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 5. 

3.10. Определите расстояние между непересекающимися диагоналями двух смежных гра-

ней куба, если площадь полной поверхности этого куба равна 648. В случае, если ответ будет не-

целым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 6. 

3.11. Определите расстояние между непересекающимися диагоналями двух смежных гра-

ней куба, если площадь полной поверхности этого куба равна 882. В случае, если ответ будет не-

целым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 7. 

3.12. Определите расстояние между непересекающимися диагоналями двух смежных гра-

ней куба, если площадь полной поверхности этого куба равна 1152. В случае, если ответ будет не-

целым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 8. 

4.1. Найдите сумму всех корней уравнения   2 31 220 2 31 2 2x xx x x     . 

Ответ: 7. Решение. Исходное уравнение равносильно уравнению 

   
2

2 31 2 220 0x xx x        
2 11,

2 20.

x

x

x

x

  

 

 

Каждое из уравнений этой совокупности имеет не более одного корня, так функция 

  2xf x x   – монотонно возрастающая. Первое уравнение имеет корень 3x  , а второе – корень 

4x  . Сумма корней равна 7. 

 

4.2. Найдите сумму всех корней уравнения   2 41 330 3 41 2 3x xx x x     . 

Ответ: 5. Указания. Корни уравнения: 2 и 3.  

4.3. Найдите сумму всех корней уравнения   2

2 24 58 190 29 4 log logx x x x x      . 

Ответ: 12. Указания. Корни уравнения: 4 и 8.  

4.4. Найдите сумму всех корней уравнения   2

3 34 44 40 22 4 log logx x x x x      . 

Ответ: 10. Указания. Корни уравнения: 1 и 9.  

 

5.1. Среди всех простых дробей, числитель и знаменатель которых являются двузначными 

числами, найдите наименьшую дробь, большую чем 
3

4
. В ответе укажите еѐ числитель. 

Ответ: 73. Решение. Требуется найти такую дробь 
a

b
, при которой 

3 4 3

4 4

a a b

b b


   дости-

гает минимума. Поэтому ищется максимальное двузначное b, при котором 4 3 1a b  . Если при 

этом получается 50b  , то дробь 
3 1

4 4

a

b b
   будет всегда меньше, чем любая другая дробь с 

большим целым числителем и другим двузначным b.  



Решаем уравнение 4 3 1a b  . Так как 
4 1 1

3 3

a a
b a

 
    – целое, то 1 3a k  , где k – 

произвольное целое число. Поэтому 1 4b k  . Максимальным k, при котором a и b двузначные, 

будет 24k  . Поэтому 97b   и 73a  , то есть искомая дробь: 
73

97

a

b
 .  

5.2. Среди всех простых дробей, числитель и знаменатель которых являются двузначными 

числами, найдите наименьшую дробь, большую чем 
5

6
. В ответе укажите еѐ числитель. 

Ответ: 81. Указания. Искомая дробь: 
81

97
.  

5.3. Среди всех простых дробей, числитель и знаменатель которых являются двузначными 

числами, найдите наименьшую дробь, большую чем 
4

5
. В ответе укажите еѐ числитель. 

Ответ: 77. Указания. Искомая дробь: 
77

96
.  

5.4. Среди всех простых дробей, числитель и знаменатель которых являются двузначными 

числами, найдите наименьшую дробь, большую чем 
5

7
. В ответе укажите еѐ числитель. 

Ответ: 68. Указания. Искомая дробь: 
68

95
.  

5.5. Среди всех простых дробей, числитель и знаменатель которых являются двузначными 

числами, найдите наименьшую дробь, большую чем 
3

5
. В ответе укажите еѐ числитель. 

Ответ: 59. Указания. Искомая дробь: 
59

98
.  

5.6. Среди всех простых дробей, числитель и знаменатель которых являются двузначными 

числами, найдите наименьшую дробь, большую чем 
4

9
. В ответе укажите еѐ числитель. 

Ответ: 41. Указания. Искомая дробь: 
41

92
.  

6.1. В неравнобедренном треугольнике ABC один из углов равен разности двух других и 

один из углов в два раза больше другого. Биссектрисы углов A, B и C пересекают описанную во-

круг треугольника окружность в точках L, O и M соответственно. Найдите площадь треугольника 

LOM, если площадь треугольника ABC  равна 8. В случае, если ответ будет нецелым числом, ок-

руглите его до ближайшего целого. 

Ответ: 11. Решение. Пусть в треугольнике ABC угол 

  равен разности углов   . Так как 180      , то 

180         и поэтому 90   . Если 90    в два 

раза больше одного из углов   или  , то треугольник будет 

равнобедренным, что противоречит условию. Пусть для оп-

ределѐнности   . Тогда 90   , 60   , 30   .  

По теореме о вписанных углах: 

45MLC MBC    , 30CLO CAO    . Поэтому 

75MLO   . Аналогично 

15 45 60LOM LOA AOM LCA ABM          , 



30 15 45OML OMB BML OAB BCL          . 

Таким образом, углы треугольника LOM равны 
1 75   , 

1 60   , 
1 45   .  

С помощью теоремы синусов получим формулу для площади треугольника, вписанного в 

окружность радиуса R: 21 1
sin 2 sin 2 sin sin 2 sin sin sin

2 2
S ab R R R            . 

Поэтому 1 1 12 sin sin sin

2 sin sin sin

LOM

ABC

S R

S R

  

  





 

sin 75 sin 60 sin 45

sin90 in 60 sin30s

  


  
 2 sin75   . Так как 

 
6 2

sin 75 sin 45 30
4


     , то получаем: LOM

ABC

S

S


3 1

2


 .  

Поэтому 4 3 4 11LOMS    . 

6.2. В неравнобедренном треугольнике ABC один из углов равен разности двух других и 

один из углов в два раза больше другого. Биссектрисы углов A, B и C пересекают описанную во-

круг треугольника окружность в точках L, O и M соответственно. Найдите площадь треугольника 

LOM, если площадь треугольника ABC  равна 2. В случае, если ответ будет нецелым числом, ок-

руглите его до ближайшего целого. 

Ответ: 3. Указания. Точный ответ: 3 1 . 

6.3. В неравнобедренном треугольнике ABC один из углов равен разности двух других и 

один из углов в два раза больше другого. Биссектрисы углов A, B и C пересекают описанную во-

круг треугольника окружность в точках L, O и M соответственно. Найдите площадь треугольника 

LOM, если площадь треугольника ABC  равна 32. В случае, если ответ будет нецелым числом, ок-

руглите его до ближайшего целого. 

Ответ: 44. Указания. Точный ответ: 16 3 16 . 

6.4. В неравнобедренном треугольнике ABC один из углов равен разности двух других и 

один из углов в два раза больше другого. Биссектрисы углов A, B и C пересекают описанную во-

круг треугольника окружность в точках L, O и M соответственно. Найдите площадь треугольника 

LOM, если площадь треугольника ABC  равна 20. В случае, если ответ будет нецелым числом, ок-

руглите его до ближайшего целого. 

Ответ: 27. Указания. Точный ответ: 10 3 10 . 

7.1. Вычислить: 3 349 49 49 49 49
4 sin cos cos sin cos

48 16 48 16 12

     
 

 
. 

Ответ: 0,75. Решение: Обозначим 
49

48 48

 
    . Тогда: 

 3 3sin cos3 cos sin3 cos4         3 3 3 3sin 4cos 3cos cos 3sin 4sin cos4          
 

 

 3 33sin cos 3cos sin cos4         2 23sin cos cos sin cos4       
3

sin 2 cos2 cos4
2

    

3
sin 4 cos4

4
   

3
sin8

8
 . Поэтому искомое число равно: 

3 8 3 3
4 sin 8 sin 0,75

8 48 2 6 4

 


 
      

 
.  

7.2. Вычислить: 
3 347 47 47 47 47

4 sin cos cos sin cos
48 16 48 16 12

     
 

 
. 

Ответ: 0,75 . 



7.3. Вычислить: 3 311 11 11 11 11
4 3 sin cos cos sin cos

24 8 24 8 6

     
 

 
. 

Ответ: 2, 25 . 

7.4. Вычислить: 3 313 13 13 13 13
4 3 sin cos cos sin cos

24 8 24 8 6

     
 

 
. 

Ответ: 2,25. 

7.5. Вычислить: 3 37 21 7 21 7
10 2 sin cos cos sin cos

32 32 32 32 8

     
 

 
. 

Ответ: 3,75 . 

7.6. Вычислить: 3 33 9 3 9 3
10 2 sin cos cos sin cos

32 32 32 32 8

     
 

 
. 

Ответ: 3,75. 

8.1. Решив неравенство 2 2 6
3 54 27 162 8

9

x
x x x x

x


     


, найдите сумму его целых 

решений, принадлежащих отрезку  25; 25 . 

Ответ: 290 . Решение. Переписав неравенство в виде: 

     
6

6 9 9 18 8
9

x
x x x x

x


     


, находим его область допустимых значений: 6x   , 

18x  .  

Домножив обе части неравенства на положительную на ОДЗ величину 

     6 9 9 18x x x x     , получим 

            6
6 9 9 18 8 6 9 9 18

9

x
x x x x x x x x

x


          


   

        6
3 9 6 9 9 18

9

x
x x x x x

x


      


. 

После этого рассматриваем два случая: 

а) 6x   . В этом случае левая часть неравенства отрицательна, а правая часть неотрица-

тельна. Неравенство выполняется. 

б) 18x  . В этом случае получим:         6
3 9 6 9 9 18

9

x
x x x x x

x


      


   

   3 9 6 6 18x x x x             3 9 6 6 18x x x x         

  6 18 2 33x x x       
2 212 108 4 132 1089x x x x        

2 40 399 0x x      

19 21x  . 

Таким образом, решение неравенства:    ; 6 19; 21x    . Искомая сумма: 

25 24 23 ... 6 20 290        . 

 



8.2. Решив неравенство 2 2 7
56 25 136 8

8

x
x x x x

x


     


, найдите сумму его целых 

решений, принадлежащих отрезку  25; 25 . 

Ответ: 285 . Указания. Решение неравенства:    ; 7 18; 20x    .  

8.3. Решив неравенство 2 2 6
3 54 27 162 8

9

x
x x x x

x


     


, найдите сумму его целых 

решений, принадлежащих отрезку  25; 25 . 

Ответ: 290 . Указания. Решение неравенства:    21; 19 6;x    .  

8.4. Решив неравенство 2 2 7
56 25 136 8

8

x
x x x x

x


     


, найдите сумму его целых 

решений, принадлежащих отрезку  25; 25 . 

Ответ: 285 . Указания. Решение неравенства:    20; 18 7;x    . 

 

9.1. Найдите наибольшее значение выражения 

    8 4 3 sin 3 2 1 cos2 2 3 2 11 3 cos cos2x x y y        . В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 33. Решение. Положим    8 4 3 sin 3 2 1 cos2 2f x x x     , 

  3 2 11 3 cos cos2g y y y     и оценим эти две функции.  

1)   8 4 3 sin 6 cos 2f x x x     8 4 3 1 6 0 2       8 4 3 2     
2

6 2 2    

6 2 2   . Указанное значение достигается, например, при 
2

x


 . 

  8 4 3 sin 6 cos 2f x x x      2 2 3 sin 3 cos 1x x      
2

22 2 3 3 1
 

     
 
 

 

 2 11 3 1    . Указанное значение достигается, например, при 
3

arcsin
211 3

x


 


. 

Таким образом,    2 11 3 1 6 2 2f x       . Отметим также, что 

 2 11 3 1 2 6 2 2 0         . 

2)   3 2 11 3 cos cos2g y y y     
22cos 2 11 3 cos 4y y     . Положим cost y , 

 1;1t  . Тогда     22 2 11 3 4g y h t t t       . Максимум этой квадратичной функции дос-

тигается при 
11 3

1
2

t


  , поэтому на отрезке  1;1t   функция  h t  возрастает и 



     1 1h h t h   . Далее:    1 2 2 11 3 4 2 11 3 1h           , 

   1 2 2 11 3 4 2 11 3 1h         . При этом    1 0 1h h   . 

Таким образом,      2 11 3 1 2 11 3 1g y       . 

3) Значит, максимум произведения равен      2 11 3 1 2 11 3 1        

 4 11 3 1 40 4 3 33      . 

 

9.2. Найдите наименьшее значение выражения 

    3 2 1 cos2 8 4 3 sin 2 3 2 11 3 cos cos2x x y y        . В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 33 . Указания. Точный ответ: 4 3 40 . 

9.3. Найдите наибольшее значение выражения 

    3 2 sin 2 1 cos2 1 3 2 7 2 cos cos2x x y y        . В случае, если ответ будет нецелым 

числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 9. Указания. Точный ответ: 12 2 2 . 

9.4. Найдите наименьшее значение выражения 

    2 1 cos2 3 2 sin 1 3 2 7 2 cos cos2x x y y        . В случае, если ответ будет нецелым 

числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 9 . Указания. Точный ответ: 2 2 12 . 

9.5. Найдите наибольшее значение выражения 

    36 4 5 sin 2 1 cos2 2 3 2 10 5 cos cos2x x y y        . В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 27. Указания. Точный ответ: 36 4 5 . 

9.6. Найдите наименьшее значение выражения 

    2 1 cos2 36 4 5 sin 2 3 2 10 5 cos cos2x x y y        . В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 27 . Указания. Точный ответ: 4 5 36 . 

9.7. Найдите наибольшее значение выражения 

    9 7 sin 2 1 cos2 1 3 2 13 7 cos cos2x x y y        . В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 19. Указания. Точный ответ: 24 2 7 . 



9.8. Найдите наименьшее значение выражения 

    2 1 cos2 9 7 sin 1 3 2 13 7 cos cos2x x y y        . В случае, если ответ будет неце-

лым числом, округлите его до ближайшего целого. 

Ответ: 19 . Указания. Точный ответ: 2 7 24 . 

10.1. Найдите такое наибольшее целое k, что хотя бы для одного натурального 1000n   

число ! 1 2n n     делится на 22n k  .  

Ответ: 3 . Решение. Наибольшая степень двойки, входящая в n!, равна конечной сумме 

1 2 1 22 2 2 2

n n n n
n

   
        

   
  , поэтому она не превосходит 1n . При этом равенство этой сте-

пени значению 1n  достигается на степенях двойки (например, при 
102 1024n   ). Поэтому 

 
max

2 1k    , 
max 3k   . 

10.2. Найдите такое наибольшее целое n, что хотя бы для одного натурального 500m   

число ! 1 2m m     делится на 32m n  .  

Ответ: 4 . 

10.3. Найдите такое наибольшее целое k, что хотя бы для одного натурального 2000n   

число ! 1 2n n     делится на 42n k  .  

Ответ: 5 . 

10.4. Найдите такое наибольшее целое n, что хотя бы для одного натурального 10000m   

число ! 1 2m m     делится на 52m n  .  

Ответ: 6 . 

 

Отборочный этап. 10 – 11 классы. Тур 2. 

Задания для разминки 

::1:: Из пункта A в пункт B, расстояние между которыми равно 15 км, вышел пешеход. Од-

новременно навстречу ему из B выехал велосипедист, скорость которого в два раза больше скоро-

сти пешехода. Через час они встретились. Найдите скорость велосипедиста (в километрах в час). 

{=10} 

::2:: Найдите площадь треугольника, ограниченного прямой 4 2y x   и координатными 

осями. 

{=4} 

Основное задание 

::1.1:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 58 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 

составляет 54,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 62 балла. Сколько учеников в 11 «Б» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 22 и не больше 39 учеников? 

Ответ: 28. Решение. Пусть в 11 «А» классе x учеников, а в 11 «Б» классе – y учеников. То-

гда 
54,5 62

58
x y

x y

  



, откуда получается 7 8x y . Значит, 8x n , 7y n , где n N . По условию 

22 8 39n   (отсюда 3n   или 4), 22 7 39n   (отсюда 4n   или 5), поэтому 4n  . Значит, в 

классах соответственно 32 и 28 учеников. 

 



::1.2:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 59 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 

составляет 55,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 64 балла. Сколько учеников в 11 «А» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 15 и не больше 39 учеников? 

{=30} 

::1.3:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 57 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 

составляет 52,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 62 балла. Сколько учеников в 11 «Б» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 19 и не больше 39 учеников? 

{=27} 

::1.4:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 56 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 

составляет 53,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 58 баллов. Сколько учеников в 11 «А» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 21 и не больше 34 учеников? 

{=24} 

::1.5:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 55 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 

составляет 52,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 59 баллов. Сколько учеников в 11 «Б» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 16 и не больше 39 учеников? 

{=20} 

::1.6:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 54 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 

составляет 50,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 56 баллов. Сколько учеников в 11 «А» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 13 и не больше 34 учеников? 

{=16} 

::1.7:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 53 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 

составляет 48,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 57 баллов. Сколько учеников в 11 «Б» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 17 и не больше 35 учеников? 

{=27} 

::1.8:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 60 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 

составляет 55,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 63,5 балла. Сколько учеников в 11 «А» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 15 и не больше 35 учеников? 

{=21} 

::1.9:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 61 баллу. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса со-

ставляет 58 баллов, а у учеников 11 «Б» класса – 64,5 балла. Сколько учеников в 11 «Б» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 19 и не больше 34 учеников? 

{=24} 

::1.10:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 62 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 

составляет 59,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 65,5 балла. Сколько учеников в 11 «А» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 16 и не больше 34 учеников? 

{=28} 

::1.11:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 63 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 



составляет 60,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 66 баллов. Сколько учеников в 11 «Б» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 16 и не больше 29 учеников? 

{=20} 

::1.12:: Средняя оценка на ЕГЭ по математике всех выпускников школы, в которой два вы-

пускных класса, оказалась равна 64 баллам. При этом средняя оценка у учеников 11 «А» класса 

составляет 62,5 балла, а у учеников 11 «Б» класса – 66,5 балла. Сколько учеников в 11 «А» классе, 

если известно, что по нормативам в классе должно быть не меньше 16 и не больше 34 учеников? 

{=30} 

::2.1:: Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение 
  24 6 2

0
2

a x x

x

  



 имеет 

ровно один корень. В ответе укажите сумму всех таких значений a. 

Ответ: 5. Решение. Данное уравнение равносильно системе 
  24 6 2 0,

2 0.

a x x

x

    


 
 При 

4a   первое уравнение системы будет линейным, и система имеет один корень 3x  . При осталь-

ных a  первое уравнение квадратное, его дискриминант  9 2 4 2 1
4

D
a a     . Поэтому при 

1

2
a    система имеет один корень 

2

3
x  . Кроме того, один корень система имеет тогда, когда 

первое уравнение имеет два корня, один из которых равен 2. Это будет при   24 2 6 2 2 0a       , 

то есть при 
3

2
a  . Таким образом, сумма всех значений a  равна: 

1 3
4 5

2 2
   .  

::2.2:: Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение 
  21 4 1

0
1

a x x

x

  



 имеет 

ровно один корень. В ответе укажите сумму всех таких значений a. 

{=10} 

::2.3:: Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение 
  26 8 4

0
2

a x x

x

  



 име-

ет ровно один корень. В ответе укажите сумму всех таких значений a. 

{=11} 

::2.4:: Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение 
  21 6 2

0
2

a x x

x

  



 име-

ет ровно один корень. В ответе укажите сумму всех таких значений a. 

{=4} 

 

::3.1:: Старуха Шапокляк решила обзавестись коллекцией из 50 саквояжей. В магазине ей 

на выбор предложили оранжевые, зеленые, фиолетовые и голубые саквояжи. Сколькими способа-

ми она может сделать покупку? Саквояжи одного цвета считаются идентичными. 

Ответ: 23426. Решение. Докажем, что число различных наборов из n саквояжей k цветов (в 

данной задаче 50n  , 4k  ) равно 
 

 
1

1

1 !

1 ! !

k

n k

n k
C

k n



 

 


 
. 

Старуха Шапокляк может взять школьную тетрадку в клетку и отметить там ряд из 1n k   

клеток. Затем в произвольных 1k   разных клетках этого ряда она ставит крестики. Передав этот 

листок продавцу, она ставит условие: число клеток, лежащее слева от первого крестика, равно 



числу саквояжей первого цвета; число клеток, лежащих между первым и вторым крестиком, равно 

числу саквояжей второго цвета, и т. д.; число клеток, лежащее правее последнего крестика, равно 

числу саквояжей последнего ( k -ого) цвета. При этом, если левее первого крестика, между какими-

либо двумя крестиками, или правее k -го крестика нет клеток, значит, в покупке не будет саквоя-

жей соответствующего цвета.  

Тем самым число вариантов покупки равно числу способов расстановки 1k   крестика на 

1n k   различных позициях, то есть равно 1

1

k

n kC 

  , откуда и получаем ответ при 50n  , 4k  : 

3

53

53! 53 52 51
23426

50! 3! 2 3
C

 
  

 
. 

::3.2:: Старуха Шапокляк решила обзавестись коллекцией из 48 саквояжей. В магазине ей 

на выбор предложили оранжевые, зелѐные и голубые саквояжи. Сколькими способами она может 

сделать покупку? (Саквояжи одного цвета считаются идентичными). 

{=1225} 

::3.3:: Старуха Шапокляк решила обзавестись коллекцией из 50 саквояжей. В магазине ей 

на выбор предложили оранжевые, зелѐные и голубые саквояжи. Сколькими способами она может 

сделать покупку? (Саквояжи одного цвета считаются идентичными). 

{=1326} 

::3.4:: Старуха Шапокляк решила обзавестись коллекцией из 49 саквояжей. В магазине ей 

на выбор предложили оранжевые, зеленые, фиолетовые и голубые саквояжи. Сколькими способа-

ми она может сделать покупку? Саквояжи одного цвета считаются идентичными. 

{=22100} 

::3.5:: Старуха Шапокляк решила обзавестись коллекцией из 48 саквояжей. В магазине ей 

на выбор предложили оранжевые, зеленые, фиолетовые и голубые саквояжи. Сколькими способа-

ми она может сделать покупку? (Саквояжи одного цвета считаются идентичными). 

{=20825} 

::3.6:: Старуха Шапокляк решила обзавестись коллекцией из 52 саквояжей. В магазине ей 

на выбор предложили оранжевые, зелѐные и голубые саквояжи. Сколькими способами она может 

сделать покупку? (Саквояжи одного цвета считаются идентичными). 

{=1431} 

::4.1:: Найдите все четырѐхзначные числа, которые при делении на 71 дают в остатке 27, а 

при делении на 79 дают в остатке 40. В ответ запишите сумму всех таких чисел. 

Ответ: 9639. Решение. Из условия задачи следует, что искомое число равно 71 27x m   

или 79 40x n  . Отсюда получается уравнение в целых числах 71 27 79 40m n   , или 

71 79 13m n  . Решение последнего уравнения (его можно найти разными путями): 28 79m k  , 

25 71n k  , где k  – произвольное целое число. Поэтому искомые числа: 2015 5609x k  . Из них 

четырѐхзначными являются: 2015 и 7624. Их сумма: 9639. 

::4.2:: Найдите все четырѐхзначные числа, которые при делении на 79 дают в остатке 39, а 

при делении на 83 дают в остатке 22. В ответ запишите сумму всех таких чисел. 

{=10585} 

::4.3:: Найдите все четырѐхзначные числа, которые при делении на 61 дают в остатке 53, а 

при делении на 71 дают в остатке 17. В ответ запишите сумму всех таких чисел. 

{=8341} 

::4.4:: Найдите все четырѐхзначные числа, которые при делении на 67 дают в остатке 27, а 

при делении на 73 дают в остатке 72. В ответ запишите сумму всех таких чисел. 

{=8831} 



::4.5:: Найдите все четырѐхзначные числа, которые при делении на 59 дают в остатке 45, а 

при делении на 71 дают в остатке 16. В ответ запишите сумму всех таких чисел. 

{=8055} 

::4.6:: Найдите все четырѐхзначные числа, которые при делении на 61 дают в остатке 20, а 

при делении на 67 дают в остатке 41. В ответ запишите сумму всех таких чисел. 

{=7787} 

::4.7:: Найдите все четырѐхзначные числа, которые при делении на 79 дают в остатке 17, а 

при делении на 89 дают в остатке 64. В ответ запишите сумму всех таких чисел. 

{=10541} 

::4.8:: Найдите все четырѐхзначные числа, которые при делении на 73 дают в остатке 32, а 

при делении на 79 дают в остатке 52. В ответ запишите сумму всех таких чисел. 

{=9189} 

::5.1:: Найдите все значения  2014; 2015y , при каждом из которых уравнение 

 
2

5
3

2

sin cos2
sin cos sin cos cos 8 0

cos sin

x x
x x x x y

x x


 
     

 
 

 имеет решение. В ответ внесите сумму всех таких y, при необходимости округлив ее до двух зна-

ков после запятой. 

Ответ: 8058. Решение. Выражение в первой скобке уравнения равно 
5

3 sin
sin cos sin cos

cos

x
x x x x

x
   2 2 2 4sin

cos sin cos sin
cos

x
x x x x

x
    

  2 2 2 2tg cos sin cos sinx x x x x    tgx , второе слагаемое уравнения равно 

2 2
2

2 2

cos2 cos sin
ctg 1

sin sin

x x x
x

x x


   . Поэтому исходное уравнение можно записать в виде 

 2 2tg ctg 1 cos 8x x y   . Так как левая часть этого уравнения не меньше 2, а правая не больше 2, 

то 2tg 1x  ,  cos 8 1y   . Значит, 8 2y k    , k Z . Поэтому 
1 2

8

k
y


 , k Z . Условию 

 2014; 2015y  удовлетворяют 
1

2014
8

y   , 
3

2014
8

y   , 
5

2014
8

y   , 
7

2014
8

y   . Сумма этих 

значений равна 
1 3 5 7

2014 4 8058
8

  
   . 

::5.2:: Найдите все значения  2014; 2015y , при каждом из которых уравнение 

 
2
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3

2

cos cos2
cos sin cos sin sin 9 0

sin cos

x x
x x x x y

x x


 
     

 
 

 имеет решение. В ответ внесите сумму всех таких y, при необходимости округлив ее до двух зна-

ков после запятой. 

{=8058} 

::5.3:: Найдите все значения  2014; 2015y , при каждом из которых уравнение 
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3
3 3
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sin 2cos2 2
sin cos sin cos 3sin 8 0

cos sin 2

x x
x x x x y

x x
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 имеет решение. В ответ внесите сумму всех таких y, при необходимости округлив ее до двух зна-

ков после запятой. 

{=8057,75} 

::5.4:: Найдите все значения  2014; 2015y , при каждом из которых уравнение 

 
2

3
3 3

2

cos 2cos2 2
cos sin cos sin 3cos 10 0

sin sin 2

x x
x x x x y

x x


  
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 имеет решение. В ответ внесите сумму всех таких y, при необходимости округлив ее до двух зна-

ков после запятой. 

{=10072,5} 

::6.1:: В треугольнике ABC проведены высоты BM и CN, при этом BC = 36, MN = 12. В тре-

угольник вписана окружность с центром O. Какое наибольшее значение может принимать при 

данных условиях радиус описанной около треугольника BOC окружности? При необходимости 

округлите это число до двух знаков после запятой. 

{=31,18} 

Решение. В общем виде (для всех вариантов) задача записывается так: 

В треугольнике ABC проведены высоты BM и CN, при этом BC ka , MN a  ( 1k  ). В 

треугольник вписана окружность с центром O. Какое наибольшее значение может принимать при 

данных условиях радиус описанной около треугольника BOC окружности? При необходимости 

округлите это число до двух знаков после запятой. 

Так как центр вписанной окружности O – точка пересечения биссектрис, то 

180
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         , где BAC  . Поэтому радиус 

окружности, описанной около треугольника BOC, равен 
2sin

2cos
2

BC ka
R

BOC 
 


. Значит, радиус 

тем больше, чем меньше знаменатель, то есть чем больше угол  .  

При этом треугольник AMN подобен треугольнику ABC ( BAC  – общий и 

| cos |
AM AN

AB AC
  ) с коэффициентом подобия 
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    (отметим, что знак модуля у ко-

синуса здесь связан с тем, что угол   может быть, как острым, так и тупым). 

Поэтому радиус описанной окружности максимален, если угол   тупой, то есть 

1
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k
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::6.2:: В треугольнике ABC проведены высоты BM и CN, при этом BC = 12, MN = 8. В тре-

угольник вписана окружность с центром O. Какое наибольшее значение может принимать при 

данных условиях радиус описанной около треугольника BOC окружности? При необходимости 

округлите это число до двух знаков после запятой. 

{=14,70} 

::6.3:: В треугольнике ABC проведены высоты BM и CN, при этом BC = 20, MN = 4. В тре-

угольник вписана окружность с центром O. Какое наибольшее значение может принимать при 

данных условиях радиус описанной около треугольника BOC окружности? При необходимости 

округлите это число до двух знаков после запятой. 

{=15,81} 



::6.4:: В треугольнике ABC проведены высоты BM и CN, при этом BC = 24, MN = 6. В тре-

угольник вписана окружность с центром O. Какое наибольшее значение может принимать при 

данных условиях радиус описанной около треугольника BOC окружности? При необходимости 

округлите это число до двух знаков после запятой. 

{=19,60} 

::6.5:: В треугольнике ABC проведены высоты BM и CN, при этом BC = 18, MN = 12. В тре-

угольник вписана окружность с центром O. Какое наибольшее значение может принимать при 

данных условиях радиус описанной около треугольника BOC окружности? При необходимости 

округлите это число до двух знаков после запятой. 

{=22,05} 

::6.6:: В треугольнике ABC проведены высоты BM и CN, при этом BC = 20, MN = 8. В тре-

угольник вписана окружность с центром O. Какое наибольшее значение может принимать при 

данных условиях радиус описанной около треугольника BOC окружности? При необходимости 

округлите это число до двух знаков после запятой. 

{=18,26} 

::7.1:: Найдите сумму корней уравнения 
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ответе ближайшее к ней целое число. Для округления можно принять 
2log 3 1,585 . 

Ответ:  19 . Решение. После замены переменных 2log 3

10
a

x



, 3log 16

10
b

x



 получается одно-

родное уравнение 
2 22a b ab  , сводящееся к квадратному: 

2

2 0
a a

b b

 
   

 
. Это уравнение имеет 

корни 2 и 1 . Поэтому либо 2

3

10
8 log 2

10

x

x


 


, либо 2

3

10
4 log 2

10

x

x


  


. Второе уравнение не имеет 

решений в силу ОДЗ. А из первого получаем решение 
 2

3

2

3

10 1 8 log 2
19,15508

1 8 log 2
x

 
  

 
. Ближайшее 

целое: 19 . 

::7.2:: Найдите сумму корней уравнения 
   

2
2 2

3 5

2 2 2

log 5 log 81 2
2

10 10 100x x x

 
   

   
 и укажите в 

ответе ближайшее к ней целое число. Для округления можно принять 
3log 5 1,465 . 

{= 17 } 

::7.3:: Найдите сумму корней уравнения 
   

2
2 2

3 5

2 2 2

log 5 log 81 2
2

11 11 121x x x

 
   

   
 и укажите в 

ответе ближайшее к ней целое число. Для округления можно принять 
3log 5 1,465 . 

{= 19 } 

::7.4:: Найдите сумму корней уравнения 
   

2
22

32

2 2 2

log 16log 3 2
2 0

10 10 100x x x

 
   

   
 и укажите 

в ответе ближайшее к ней целое число. Для округления можно принять 
2log 3 1,585 . 

{= 44 } 



::7.5:: Найдите сумму корней уравнения 
   

2
2 2

3 5

2 2 2

log 5 log 81 2
2 0

11 11 121x x x

 
   

   
 и укажите в 

ответе ближайшее к ней целое число. Для округления можно принять 
3log 5 1,465 . 

{= 36 } 

::8.1:: Найдите все значения x, при которых числа 6tg
6

x 
 
 

, tg
3

x 
 
 

 и 4ctg
2

x 
 
 

, взятые в 

указанном порядке, образуют арифметическую прогрессию. Из этих значений x выберите принад-

лежащие отрезку 
3

;12
2

 
 
 

 и запишите в ответ их сумму. 

Ответ: 47. Решение. Характеристическое свойство арифметической прогрессии приводит к 

уравнению 6tg 4ctg 2tg
6 2 3

x x x       
      

     
, которое после замены 

6

x
   сводится к уравнению 

3tg 2ctg3 tg2    . Оно переписывается в виде  2 tg ctg3 tg2 tg         

2cos2 sin

cos sin3 cos cos2

 

   
    

22cos 2 sin sin3 ,

cos2 0,

cos 0.

  





  



 

  

Уравнение системы равносильно уравнению 
24cos 2 cos2 cos4       

26cos 2 cos 2 1 0    , имеющему решения 
1

cos2
2

   и 
1

cos 2
3

   . Отсюда 2 2
2

k


    , 

1
2 arccos 2

3
n     , ,k n Z , что приводит к решениям: 1 6x k   . 

1 1
3 arccos 6

3
x n


    , 

,k n Z . Так как 
1 1 1

arccos 0;
3 2

 
  

 
, то на указанный в условии промежуток попадают корни: 7; 

5; 11; 
1 1

3 arccos
3

  ; 
1 1

9 arccos
3

  ; 
1 1

3 arccos
3

  ; 
1 1

9 arccos
3

  . Их сумма равна 47. 

::8.2:: Найдите все значения x, при которых числа  4ctg x , 
2

tg
3

x 
 
 

 и 6tg
3

x 
 
 

, взятые в 

указанном порядке, образуют арифметическую прогрессию. Из этих значений x выберите принад-

лежащие отрезку  3; 9  и запишите в ответ их сумму. 

{=48} 

::8.3:: Найдите все значения x, при которых числа 6tg
2

x 
 
 

,  tg x  и 
3

4ctg
2

x 
 
 

, взятые в 

указанном порядке, образуют арифметическую прогрессию. Из этих значений x выберите принад-

лежащие отрезку 
9

; 36
2

 
 
 

 и запишите в ответ их сумму. 

{=1275,67} 

::8.4:: Найдите все значения x, при которых числа  4ctg 2 x , 
4

tg
3

x 
 
 

 и 
2

6tg
3

x 
 
 

, взя-

тые в указанном порядке, образуют арифметическую прогрессию. Из этих значений x выберите 

принадлежащие отрезку  6;18  и запишите в ответ их сумму. 

{=384} 



 

::9.1:: Каждая из сторон неравнобедренного треугольника может принимать одно из 16-ти 

различных фиксированных значений, наибольшее из которых не превосходит удвоенного наи-

меньшего. Каково максимальное количество различных тупоугольных треугольников среди ука-

занных? 

Ответ: 360. Решение. Для определенности считаем, что длина меньшего отрезка равна 1. 

Разделим отрезки на три группы: 

А: состоит из m  отрезков с длинами из полуинтервала 1; 2


;  

B: состоит из n  отрезков с длинами из полуинтервала 2; 3


;  

C: состоит из k  отрезков с длинами из отрезка 3; 2 
 

. 

По условию 16m n k   . Далее рассмотрим десять «случаев» выбора трѐх отрезков из 

этих групп A, B, C. 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

A 0 0 0 0 1 1 1 2 2 3 

B 0 1 2 3 0 1 2 0 1 0 

C 3 2 1 0 2 1 0 1 0 0 

 

Если a , b , c  – длины трѐх отрезков из случаев «1», «2», «3», «4», «5», «7» или «10», то вы-

полнены все три неравенства (проверка делается перебором): 
2 2 2a b c  , 

2 2 2b c a  , 
2 2 2c a b  . 

Поэтому треугольник со сторонами a , b , c  – не будет тупоугольным. 

Значит, осталось рассмотреть только случаи: «6», «8», «9». 

В случае «6» из 16 данных отрезков можно всего составить  16mnk mn m n    треуголь-

ников. 

В случае «8» треугольников будет: 
 

 
1

16
2

m m
m n


  . 

В случае«9» треугольников будет: 
 1

2

m m
n


. 

Итого во всех трѐх случаях «6», «8», «9» число треугольников равно: 

   
 

 
1

, 16 16
2

m m
N m n mn m n m


     . 

Так как  
 

22
1616

16
2 4

mn m n
n m n

   
    

 
, то 

 
   

 
2

16 1
, 16

4 2

m m m m
N m n m

 
    

  16 16 2 2

4

m m m m   
  

  16 14

4

m m m 
 . 

Далее ищем максимум функции     16 14f m m m m    для натуральных m . Локальный 

максимум этой функции: 
28 1

9
3 3

m   . Поэтому максимум достигается либо при 9m  , либо при 

10m  . 



Так как      29, 9 7 9 4 7 9 7 28N n n n n n        , то максимум здесь достигается при 

3n   и при 4n   и равен 360. 

Так как  
10 6 24

10 360
4

f
 

  , то  10, 360N n  . 

Значит, из 16 отрезков можно составить не более 360 треугольников. 

Осталось показать, что существует ситуация, когда все эти треугольники тупоугольные. 

Пример: группа А состоит из 9m   отрезков с длинами от 1 до 1,05; группа B состоит из 4n   от-

резков с длинами от 1,5 до 1,6; группа C состоит из 3k   отрезков с длинами от 1,95 до 2.  

В случае «6» для трѐх отрезков a , b , c  получаем: 2 2 2 2 2 21,05 1,6 1,95a b c     .  

В случае «8» для трѐх отрезков a , b , c : 2 2 2 2 2 21,05 1,05 1,5a b c     ; в случае 9: 
2 2 2 2 2 21,05 1,05 1,5a b b     . 

Значит, все 360 треугольников тупоугольные. 

 

::10.1:: Вокруг плоского четырехугольника ABCD со сторонами 10AB  , 12BC  , 16CD   

и 10 3AD   можно описать окружность. Дана такая точка S, что 12SA  , 14SB  , 13SC  . Най-

дите косинус угла между прямыми SA и BC. При необходимости округлите это число до двух зна-

ков после запятой. 

Ответ: 0,92. Решение. Обозначим a AB , b BC , c CD , d AD , x AC , a SA  , 

b SB  , c SC  . 

Тогда по теореме косинусов находим 2 2 2 2 22 cos 2 cos( )x a b ab c d cd         . Отку-

да 
2 2 2 2

cos
2( )

a b c d

ab cd


  



. Следовательно, 

2 2 2 2
2 ( ) ( )cd a b ab c d

x
ab cd

  



.  

Для нашего случая 
2 4(417 244 3)

96 3 172
3 4 3

x


  


 (можно найти и 8 6 3x   , хотя для 

решения задачи это и не нужно).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Получается, что 
3 4 3

arccos
10

ABC


  , 
19

arccos
35

SBA  , 
57

arccos
112

SBC  . Так как 

ABC  не равен сумме углов SBA SBC  , то S не принадлежит плоскости ABCD.  



Поэтому SABC  – пирамида, в которой известны все ребра, и искомый угол между скрещи-

вающимися ребрами тетраэдра находится по известной формуле 
2 2 2 2( ) ( )

cos
2

b x a c

a b


   



. По-

лучается 
161 76 3 33 32 3 11 3

cos 0.921...
96 32 332(3 4 3)


 

    


  

Различные доказательства приведенной выше формулы для косинуса угла между скрещи-

вающимися рѐбрами можно найти в литературе. Например, еѐ можно доказать так. Положим 

a BA


, b BC


, x AC


, a AS 


, c CS 


. Достроим треугольник ABC до параллелограмма 

1ABCB . Тогда SB b c a   
   

.  

Из треугольника 
1AB S  получаем 

2 2( , ) ( ) 2 cosb b a b b a a b a b          
    

. 

Поскольку 
2 2 22 · ( ) ( )b b b b c    

 
, 

2 2 22 · ( ) ( )b a b a a    
 

, 2 2 22 ·b a b a x  
 

, то подставив 

эти равенства в уравнение 
2 2 2 2 2( ) 2 · 2 · 2 · ( ) 2 cosb b a b b b a b a a b a b            

    
, получаем вы-

ражение для cos : 
2 2 2 2( ) ( )

cos
2

b x a c

a b


   



. 

 

::10.2:: Вокруг плоского четырехугольника ABCD со сторонами 30AB  , 17 3BC  , 

17CD   и 16AD   можно описать окружность. Дана такая точка S, что 34SA  , 35SB  , 

36SC  . Найдите косинус угла между прямыми SA и BC. При необходимости округлите это число 

до двух знаков после запятой. 

{=0,07} 

::10.3:: Вокруг плоского четырехугольника ABCD со сторонами 14AB  , 25 3BC  , 

25CD   и 48AD   можно описать окружность. Дана такая точка S, что 43SA  , 42SB  , 

41SC  . Найдите косинус угла между прямыми SA и BC. При необходимости округлите это число 

до двух знаков после запятой. 

{=0,60} 

::10.4:: Вокруг плоского четырехугольника ABCD со сторонами 24AB  , 13 3BC  , 

13CD   и 10AD   можно описать окружность. Дана такая точка S, что 17SA  , 18SB  , 16SC  . 

Найдите косинус угла между прямыми SA и BC. При необходимости округлите это число до двух 

знаков после запятой. 

{=0,11} 

::10.5:: Вокруг плоского четырехугольника ABCD со сторонами 70AB  , 37 3BC  , 

37CD   и 24AD   можно описать окружность. Дана такая точка S, что 52SA  , 50SB  , 

51SC  . Найдите косинус угла между прямыми SA и BC. При необходимости округлите это число 

до двух знаков после запятой. 

{=0,28} 

 



Îòáîðî÷íûé ýòàï. 9 êëàññ.

1. Â 12:00 ïëîò îòïðàâèëñÿ èç ïóíêòà À â ïóíêò Â, ðàñïîëîæåííûé íèæå
ïî òå÷åíèþ ðåêè. Â 12:45 ìîòîðíàÿ ëîäêà îòïðàâèëàñü èç À âñëåä çà
ïëîòîì, äîãíàëà ïëîò â 13:00 è ïðîäîëæèëà äâèæåíèå. Ïðèáûâ â ïóíêò
Â, ëîäêà ðàçâåðíóëàñü è ïîïëûëà îáðàòíî, âñòðåòèâ ïî ïóòè ïëîò â 14:00.
Îïðåäåëèòå âðåìÿ ïðèáûòèÿ ïëîòà â ïóíêò Â.

Îòâåò: 15:00. Ðåøåíèå. Ëîäêà äîãíàëà ïëîò çà 15 ìèíóò, ñëåäîâàòåëü-
íî, åå ñêîðîñòü ïî òå÷åíèþ â 4 ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ðåêè. Åñëè
ðàññìîòðåòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ ïëîòîì, òî íåñëîæíî ïî-
íÿòü, ÷òî ëîäêà ïðèáûëà â ïóíêò Â â 13:30, ò.å. ïîòðàòèëà 45 ìèíóò íà
ïóòü èç À â Â. Ñîîòâåòñòâåííî ïëîò ïîòðàòèò â 4 ðàçà áîëüøå âðåìåíè
è ïðèáóäåò â 15-00.

2. Â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè AB = BC = 3, AC = 4
âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ K, L è
M . Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé S(4ABC) : S(4KLM).

Îòâåò: 9
2 . Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, òî âïè-

ñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îñíîâàíèÿ â ñåðåäèíå, ïîýòîìóAM =MC =
AK = CL = 2, BK = BL = 1. Íàéäåì ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ (ïî îò-
íîøåíèþ ê ïëîùàäè 4ABC): S(4AKM) = S(4CLM) = 1

3S(4ABC),
S(4BKL) = 1

9S(4ABC). Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü îñòàâøåéñÿ ÷àñòè

S(4KLM) = 2
9S(4ABC).

3. Íàéäèòå ñóììó
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Îòâåò: 9. Ðåøåíèå. Åñëè äîìíîæèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè
1
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íà 4
√
n − 4
√
n+ 1, ïîëó÷èì 4
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n. Óêàçàííàÿ

ñóììà ïðåîáðàçóåòñÿ ê ( 4
√
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√
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√
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√
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√
10000− 4

√
9999) =

4
√
10000− 4

√
1 = 9.

4. Â òàáëèöå 5õ5 ðàññòàâëåíû ÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíî öåëûå), ïðè÷åì êàæäîå
÷èñëî â òðè ðàçà ìåíüøå ÷èñëà, ñòîÿùåãî â ñîñåäíåé êëåòêå ñïðàâà, è â
äâà ðàçà áîëüøå ÷èñëà, ñòîÿùåãî â ñîñåäíåé êëåòêå ñíèçó. Íàéäèòå ÷èñëî,
ñòîÿùåå â öåíòðàëüíîé êëåòêå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë â
òàáëèöå ðàâíà 11.

?

Îòâåò: 36
341 . Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî, ñòîÿùåå â ëåâîì íèæíåì óãëó

çà x. Ïîëó÷èì óðàâåíèå x(1 + 2 + 4 + 8 + 16)(1 + 3 + 9 + 27 + 81) = 11,
îòêóäà x = 1

341 . ×èñëî, ñòîÿùåå â öåíòðå, ðàâíî 36x = 36
341 .

5. Â òðàïåöèè ABCD îñíîâàíèå AD â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå îñíîâàíèÿ BC,
à óãîë ∠BCD â äâà ðàçà áîëüøå óãëà ∠BAD. Íàéäèòå îòíîøåíèå CD :
PQ, ãäå PQ � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè.

Îòâåò: 6:5.Ðåøåíèå.ÏóñòüBC = a,AD = 4a, òîãäà PQ = (a+4a)/2 =
2,5a. Ïðîâåäåì áèññåêòðèñó CL óãëà ∠BCD (ñì. ðèñ.). Îíà ðàçîáüåò
òðàïåöèþ íà ïàðàëëåëîãðàìì è ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê 4CLD ñî
ñòîðîíàìè CD = LD = 3a. Ñëåäîâàòåëüíî, CD : PQ = 3a : 2,5a = 6 : 5.



6. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x2+y2+3z2+2xy ïðè óñëîâèè,
÷òî xy + z = 1 è x, y, z > 0.

Îòâåò: 8
3 . Ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì z è íàéäåì ìèíèìóì |x + y| ïðè

xy = 1−z. Îí äîñòèãàåòñÿ ïðè x = y =
√
1− z. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ

â âûðàæåíèå (x + y)2 + 3z2, ïîëó÷èì 4 − 4z + 3z2. Ýòî êâàäðàòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äîñòèãàåò ìèíèìóìà, ðàâíîãî 8

3 ïðè z =
2
3 .

7. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) = x5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0, ïðî êîòîðûé

èçâåñòíî, ÷òî P (2014) = 1, P (2015) = 2, P (2016) = 3, P (2017) = 4,
P (2018) = 5. Íàéäèòå P (2013).

Îòâåò: -5! = -120. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P (x) − x + 2013,
÷èñëà 2014, ... 2018 ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî (ò.ê. ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò ðàâåí 1) åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê P (x) − x + 2013 =
(x − 2014)(x − 2015) · . . . · (x − 2018). Ïîäñòàâëÿÿ x = 2013, ïîëó÷èì
P (2013)− 2013 + 2013 = −120.

8. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê 4A1B1C1 âïèñàëè â îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî
ðàäèóñà. Â òðåóãîëüíèê 4A1B1C1 âïèñàëè îêðóæíîñòü è òî÷êè êàñàíèÿ
îáîçíà÷èëè A2, B2 è C2. Â òðåóãîëüíèê 4A2B2C2 ñíîâà âïèñàëè îêðóæ-
íîñòü è òî÷êè êàñàíèÿ îáîçíà÷èëè A3, B3 è C3 ... Òàê ñäåëàëè 100 ðàç,
â ðåçóëüòàòå îáðàçîâàëîñü 100 òðåóãîëüíèêîâ è 100 îêðóæíîñòåé (íà ðè-
ñóíêå ïîêàçàíû ïåðâûå 3 øàãà ýòîãî ïðîöåññà). Íàéäèòå îáùóþ ïëîùàäü

âñåõ 300 çàêðàøåííûõ ÷àñòåé.

Îòâåò: (4π3 −
√
3) · (1− 4−100). Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì øà-

ãå ðàçìåð îêðóæíîñòè è òðåóãîëüíèêà óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà. Ïîýòî-
ìó ïëîùàäè óêàçàííûõ ÷àñòåé îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî
çíàìåíàòåëåì 1

4 . Ïëîùàäü ïåðâîé èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü îòíÿâ îò ïëî-
ùàäè îêðóæíîñòè Sîêð. = π ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà A1B1C1,

ðàâíóþ 3
√
3

4 . Ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà

b1 ·
qN − 1

q − 1
= (π − 3

√
3

4
)
(1/4)100 − 1

−3/4
= (

4π

3
−
√
3) · (1− 4−100).



9. Ðåøèòå óðàâíåíèå f(x) = 0, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ
÷åòíîé è ïðè ëþáûõ x, y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(x+ y) = f(x) + f(y) +
xy + 2014.

Îòâåò: ±2
√
1007. Ðåøåíèå. Ïîäñòàâèâ x = y = 0, ïîëó÷èì, ÷òî f(0) =

−2014. Ïîäñòàâèì y = −x è âîñïîëüçóåìñÿ ÷åòíîñòüþ f(x), òîãäà−2014 =
f(0) = 2f(x)− x2 + 2014, îòêóäà f(x) = x2

2 − 2014. Ïðèðàâíÿâ ê íóëþ è

ðåøèâ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, íàéäåì x = ±2
√
1007.

Îòáîðî÷íûé ýòàï. 8 êëàññ.

1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç 25 ìàëåíüêèõ ïðàâèëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ.

Ñêîëüêî ðîìáîâ, ìîæíî ñîñòàâèòü èç äâóõ ñîñåäíèõ ìàëåíüêèõ òðåóãîëü-
íèêîâ?

Îòâåò: 30. Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó ðîìáó ñîîòâåòñòâóåò îä-
íî âíóòðåííå ðåáðî. Ïîäñ÷èòàâ âíóòðåííèå ðåáðà ïîëó÷àåì îòâåò � 30
ðîìáîâ.

2. Ñêàçêà ïðî æàäíûõ ìåäâåæàò.

Äâà ìåäâåæîíêà íàøëè áîëüøóþ êðóãëóþ ãîëîâêó ñûðà. Õîòåëè ïîäå-
ëèòü å¼ ïîðîâíó, íî íå ñóìåëè � êàæäûé áîÿëñÿ, ÷òî äðóãîìó äîñòàíåòñÿ
áîëüøå. Âäðóã îòêóäà íè âîçüìèñü ïîäîøëà ê íèì ëèñà.
� Äàâàéòå ÿ âàì ïîäåëþ ñûð ïîðîâíó.
� Âîò õîðîøî-òî! � îáðàäîâàëèñü ìåäâåæàòà. � Äåëè! Ëèñà âçÿëà ñûð è
ðàçëîìèëà åãî íà äâå ÷àñòè, íî òàê, ÷òî îäèí êóñîê áûë áîëüøå äðóãîãî.
Ìåäâåæàòà çàêðè÷àëè:
� Ýòîò áîëüøå! Ëèñà óñïîêîèëà èõ:
� Ñåé÷àñ ÿ âñ¼ óëàæó. Îíà îòêóñèëà îò áîëüøåé ÷àñòè êóñîê, ðàâíûé
ìåíüøåé ÷àñòè. Òåïåðü áîëüøèì ñòàë äðóãîé êóñîê.
� È òàê íåðîâíî! � çàáåñïîêîèëèñü ìåäâåæàòà.
� Íó, ïîëíî, � ñêàçàëà ëèñà. � ß ñàìà çíàþ ñâî¼ äåëî! È îíà ñíîâà
îòêóñèëà îò áîëüøåé êóñîê, ðàâíûé ìåíüøåé ÷àñòè.



Ëèñà ïðîäîëæàëà òàê äåëèòü ñûð, ïîêà íå íàåëàñü. Âñåãî îíà îòêóñè-
ëà ïî 3 ðàçà îò êàæäîé ÷àñòè òàêèì æå îáðàçîì � îòêóñûâàÿ îò îäíîé
÷àñòè êóñîê, ðàâíûé äðóãîé ÷àñòè. À ìåäâåæàòà òîëüêî ÷¼ðíûìè íîñà-
ìè âîäèëè òóäà-ñþäà, òóäà-ñþäà: îò áîëüøåãî êóñêà � ê ìåíüøåìó, îò
ìåíüøåãî � ê áîëüøåìó.

Íî âîò êóñêè ñðàâíÿëèñü, à ìåäâåæàòàì ïî÷òè è ñûðà íå îñòàëîñü: äâà
ìàëåíüêèõ êóñî÷êà ïî 25 ãðàììîâ êàæäûé.
� Íó ÷òî æ, � ñêàçàëà ëèñà, � õîòü è ïîìàëó, äà çàòî ïîðîâíó! Ïðèÿòíî-
ãî âàì àïïåòèòà, ìåäâåæàòà! � È, ïîìàõàâ õâîñòîì, ïëóòîâêà óáåæàëà.

Îïðåäåëèòå âåñ ãîëîâêè ñûðà, íàéäåííîé ìåäâåæàòàìè.

Îòâåò: 850ã. Ðåøåíèå. Ïðîèçâåäåì ðàçáîð ñ êîíöà. Â ïîñëåäíèé ìî-
ìåíò ó ìåäâåæàò áûëè êóñî÷êè ïî 25ã. êàæäûé, çíà÷èò ïåðåä ýòèì áûëè
êóñî÷êè 50 è 25 ãðàìì. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî (25, 25) ← (50, 25). Òîãäà
ïîëíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé áóäåò âûãëÿäåòü òàê:
(25, 25) ← (50, 25) ← (50, 75) ← (125, 75) ← (125, 200) ← (325, 200) ←
(325, 525). Ñëåäîâàòåëüíî, âåñ ãîëîâêè, êîòîðóþ íàøëè ìåäâåæàòà, áûë
ðàâåí 325 + 525 = 850.

3. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 1 äî 3400, êðàòíûõ 34 è èìåþùèõ ðîâ-
íî 2 íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ. Íàïðèìåð, ñàìî ÷èñëî 34 èìååò
äåëèòåëè 1, 2, 17 è 34, ðîâíî äâà èç êîòîðûõ íå÷åòíûå.

Îòâåò: 7. Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 34, òî åãî
äåëèòåëÿìè âñåãäà áóäóò 1 è 17. Ïî óñëîâèþ äðóãèõ íå÷åòíûõ äåëèòåëåé
áûòü íå äîëæíî, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî äîëæíû áûòü ÷èñëà âèäà 17 · 2k,
k > 1 ( è òîëüêî îíè). Ýòè ÷èñëà ïîïàäàþò â óêàçàííûé äèàïàçîí ïðè
k = 1, 2, ..., 7.

4. Èçâåñòíî, ÷òî äðîáü a
b ìåíüøå äðîáè c

d è b > d > 0. Îïðåäåëèòå, ÷òî
ìåíüøå: ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýòèõ äâóõ äðîáåé èëè äðîáü a+c

b+d .

Îòâåò: Äðîáü a+c
b+d ìåíüøå. Ðåøåíèå. a

b <
c
d ⇔ ad < bc ⇔ ad(b − d) <

bc(b− d) ⇔ abd+ bcd < b2c+ ad2 ⇔ 2abd+ 2bcd < abd+ bcd+ b2c+ ad2

⇔ 2(a+ c)bd < (ad+ bc)(b+ d) ⇔ a+c
b+d <

ad+bc
2bd ⇔

a+c
b+d <

1
2

(
a
b +

c
d

)
.

5. Â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè AB = BC = 3, AC = 4
âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ K, L è
M . Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé S(4ABC) : S(4KLM).

Îòâåò: 9
2 . Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, òî âïè-

ñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îñíîâàíèÿ â ñåðåäèíå, ïîýòîìóAM =MC =
AK = CL = 2, BK = BL = 1. Íàéäåì ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ (ïî îò-
íîøåíèþ ê ïëîùàäè 4ABC): S(4AKM) = S(4CLM) = 1

3S(4ABC),



S(4BKL) = 1
9S(4ABC). Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü îñòàâøåéñÿ ÷àñòè

S(4KLM) = 2
9S(4ABC).

6. Íàéäèòå ñóììó
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Îòâåò: 9. Ðåøåíèå. Åñëè äîìíîæèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè
1

( 4
√
n+ 4
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n − 4
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1 = 9.

7. Â òàáëèöå 5×5 ðàññòàâëåíû ÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíî öåëûå), ïðè÷åì êàæ-
äîå ÷èñëî â òðè ðàçà ìåíüøå ÷èñëà, ñòîÿùåãî â ñîñåäíåé êëåòêå ñïðàâà,
è â äâà ðàçà áîëüøå ÷èñëà, ñòîÿùåãî â ñîñåäíåé êëåòêå ñíèçó. Íàéäè-
òå ÷èñëî, ñòîÿùåå â öåíòðàëüíîé êëåòêå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âñåõ
÷èñåë â òàáëèöå ðàâíà 341.

?



Îòâåò: 36
11 . Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî, ñòîÿùåå â ëåâîì íèæíåì óãëó

çà x. Ïîëó÷èì óðàâåíèå x(1 + 2 + 4+ 8+ 16)(1 + 3 + 9+ 27 + 81) = 341,
îòêóäà x = 1

11 . ×èñëî, ñòîÿùåå â öåíòðå, ðàâíî 36x = 36
11 .

8. Â òðàïåöèè ABCD îñíîâàíèå AD â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå îñíîâàíèÿ BC,
à óãîë ∠BCD â äâà ðàçà áîëüøå óãëà ∠BAD. Íàéäèòå îòíîøåíèå CD :
PQ, ãäå PQ � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè.

Îòâåò: 6:5.Ðåøåíèå.ÏóñòüBC = a,AD = 4a, òîãäà PQ = (a+4a)/2 =
2,5a. Ïðîâåäåì áèññåêòðèñó CL óãëà ∠BCD (ñì. ðèñ.). Îíà ðàçîáüåò
òðàïåöèþ íà ïàðàëëåëîãðàìì è ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê 4CLD ñî
ñòîðîíàìè CD = LD = 3a. Ñëåäîâàòåëüíî, CD : PQ = 3a : 2,5a = 6 : 5.

Îòáîðî÷íûé ýòàï. 5-7 êëàññû.

1. Ó îòöà åñòü òðè ñûíà, ðîäèâøèõñÿ â îäèí è òîò æå äåíü, íî â ðàçíûå
ãîäû. Ìëàäøåìó èç ñûíîâåé 2 ãîäà. ×åðåç 12 ëåò âîçðàñò îòöà ñòàíåò
ðàâåí ñóììå âîçðàñòîâ åãî òðåõ ñûíîâåé. Îïðåäåëèòå íûíåøíèé âîçðàñò
ñðåäíåãî è ñòàðøåãî ñûíîâåé, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îòöó ñåé÷àñ 33 ãîäà.

Îòâåò: 3 è 4. Ðåøåíèå. ×åðåç 12 ëåò îòöó ñòàíåò 45 ëåò, à ìëàäøåìó
ñûíó � 14. Îñòàâøèìñÿ ñûíîâüÿì â ñóììå áóäåò 31 ãîä. Ïîñêîëüêó âîç-
ðàñò êàæäîãî áîëåå 14 ëåò, òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè èì 15 è 16 ëåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñåé÷àñ èì 3 è 4 ãîäà.

2. Ñòîïêó ëèñòîâ ôîðìàòà À4 ïåðåãíóëè ïîñåðåäèíå è ñëîæèëè â äâà ðàçà
(ïîëó÷èëàñü áðîøþðà ôîðìàòà À5). Ïîñëå ýòîãî ïåðåíóìåðîâàëè ñòðà-
íèöû ïîëó÷èâøåéñÿ áðîøþðû: 1, 2, 3, . . . Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà ÷èñåë íà
îäíîì èç ëèñòîâ ðàâíà 74. Ñêîëüêî ëèñòîâ áûëî â ñòîïêå?

Îòâåò: 9.Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ÷èñåë íà êàæäîì ëèñòî÷êå îäè-
íàêîâà. Åñëè ïîñëåäíÿÿ ñòðàíèöà èìååò íîìåð n, òî íà ïåðâîì ëèñòî÷êå



áóäóò ÷èñëà 1,2, n − 1 è n. Ñëåäîâàòåëüíî 2n + 2 = 74, îòêóäà ïîëó-
÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñòðàíèö n = 36. Íà êàæäîì ëèñòå ðàçìåùàåòñÿ 4
ñòðàíèöû, çíà÷èò ëèñòîâ áûëî 9.

3. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç 25 ìàëåíüêèõ ïðàâèëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ.

Ñêîëüêî ðîìáîâ, ìîæíî ñîñòàâèòü èç äâóõ ñîñåäíèõ ìàëåíüêèõ òðåóãîëü-
íèêîâ?

Îòâåò: 30. Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó ðîìáó ñîîòâåòñòâóåò îä-
íî âíóòðåííå ðåáðî. Ïîäñ÷èòàâ âíóòðåííèå ðåáðà ïîëó÷àåì îòâåò � 30
ðîìáîâ.

4. Ñêàçêà ïðî æàäíûõ ìåäâåæàò. Äâà ìåäâåæîíêà íàøëè áîëüøóþ êðóã-
ëóþ ãîëîâêó ñûðà. Õîòåëè ïîäåëèòü å¼ ïîðîâíó, íî íå ñóìåëè � êàæäûé
áîÿëñÿ, ÷òî äðóãîìó äîñòàíåòñÿ áîëüøå. Âäðóã îòêóäà íè âîçüìèñü ïî-
äîøëà ê íèì ëèñà.
� Äàâàéòå ÿ âàì ïîäåëþ ñûð ïîðîâíó.
� Âîò õîðîøî-òî! � îáðàäîâàëèñü ìåäâåæàòà. � Äåëè! Ëèñà âçÿëà ñûð è
ðàçëîìèëà åãî íà äâå ÷àñòè, íî òàê, ÷òî îäèí êóñîê áûë áîëüøå äðóãîãî.
Ìåäâåæàòà çàêðè÷àëè:
� Ýòîò áîëüøå! Ëèñà óñïîêîèëà èõ:
� Ñåé÷àñ ÿ âñ¼ óëàæó. Îíà îòêóñèëà îò áîëüøåé ÷àñòè êóñîê, ðàâíûé
ìåíüøåé ÷àñòè. Òåïåðü áîëüøèì ñòàë äðóãîé êóñîê.
� È òàê íåðîâíî! � çàáåñïîêîèëèñü ìåäâåæàòà.
� Íó, ïîëíî, � ñêàçàëà ëèñà. � ß ñàìà çíàþ ñâî¼ äåëî! È îíà ñíîâà
îòêóñèëà îò áîëüøåé êóñîê, ðàâíûé ìåíüøåé ÷àñòè.

Ëèñà ïðîäîëæàëà òàê äåëèòü ñûð, ïîêà íå íàåëàñü. Âñåãî îíà îòêóñè-
ëà ïî 3 ðàçà îò êàæäîé ÷àñòè òàêèì æå îáðàçîì � îòêóñûâàÿ îò îäíîé
÷àñòè êóñîê, ðàâíûé äðóãîé ÷àñòè. À ìåäâåæàòà òîëüêî ÷¼ðíûìè íîñà-
ìè âîäèëè òóäà-ñþäà, òóäà-ñþäà: îò áîëüøåãî êóñêà � ê ìåíüøåìó, îò
ìåíüøåãî � ê áîëüøåìó.

Íî âîò êóñêè ñðàâíÿëèñü, à ìåäâåæàòàì ïî÷òè è ñûðà íå îñòàëîñü: äâà
ìàëåíüêèõ êóñî÷êà ïî 20 ãðàììîâ êàæäûé.



� Íó ÷òî æ, � ñêàçàëà ëèñà, � õîòü è ïîìàëó, äà çàòî ïîðîâíó! Ïðèÿòíî-
ãî âàì àïïåòèòà, ìåäâåæàòà! � È, ïîìàõàâ õâîñòîì, ïëóòîâêà óáåæàëà.

Îïðåäåëèòå âåñ ãîëîâêè ñûðà, íàéäåííîé ìåäâåæàòàìè.

Îòâåò: 680ã. Ðåøåíèå. Ïðîèçâåäåì ðàçáîð ñ êîíöà. Â ïîñëåäíèé ìî-
ìåíò ó ìåäâåæàò áûëè êóñî÷êè ïî 20ã. êàæäûé, çíà÷èò ïåðåä ýòèì áûëè
êóñî÷êè 40 è 20 ãðàìì. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî (20, 20) ← (40, 20). Òîãäà
ïîëíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé áóäåò âûãëÿäåòü òàê:
(20, 20) ← (40, 20) ← (40, 60) ← (100, 60) ← (100, 160) ← (260, 160) ←
(260, 420). Ñëåäîâàòåëüíî, âåñ ãîëîâêè, êîòîðóþ íàøëè ìåäâåæàòà, áûë
ðàâåí 260 + 420 = 680.

5. Â òàáëèöå 3õ3 íàïèñàíû ñëåäóþùèå ÷èñëà :

10 20 40

32 61 91

100 1000 2000

Ðàçðåøàåòñÿ çà îäèí õîä ìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâà ÷èñëà. Çà êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî õîäîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë
â êàæäîì ñòîëáöå äåëèëàñü íà 3?

Îòâåò: 2. Ðåøåíèå.

1 2 1

2 1 1

1 1 2

Âûïèøåì îñòàòêè îò äåëåíèÿ ýòèõ ÷èñåë íà 3. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî
ñóììà ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îñòàòêîâ äåëèòñÿ íà 3. Îñòàòêè, ðàâíûå 2, íàäî ñîáðàòü â îäíîì
ñòîëáöå, íà ÷òî ïîòðåáóåòñÿ íå ìåíåå 2 õîäîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî çà 2 õîäà
ýòî ñäåëàòü ìîæíî.

6. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 1 äî 3400, êðàòíûõ 34 è èìåþùèõ ðîâ-
íî 2 íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ. Íàïðèìåð, ñàìî ÷èñëî 34 èìååò
äåëèòåëè 1, 2, 17 è 34, ðîâíî äâà èç êîòîðûõ íå÷åòíûå.

Îòâåò: 7. Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 34, òî åãî
äåëèòåëÿìè âñåãäà áóäóò 1 è 17. Ïî óñëîâèþ äðóãèõ íå÷åòíûõ äåëèòåëåé
áûòü íå äîëæíî, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî äîëæíû áûòü ÷èñëà âèäà 17 · 2k,
k > 1 ( è òîëüêî îíè). Ýòè ÷èñëà ïîïàäàþò â óêàçàííûé äèàïàçîí ïðè
k = 1, 2, ..., 7.

7. Èçâåñòíî, ÷òî äðîáü a
b ìåíüøå äðîáè c

d è b > d > 0. Îïðåäåëèòå, ÷òî
ìåíüøå: ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýòèõ äâóõ äðîáåé èëè äðîáü a+c

b+d .

Îòâåò: Äðîáü a+c
b+d ìåíüøå. Ðåøåíèå. a

b <
c
d ⇔ ad < bc ⇔ ad(b − d) <

bc(b− d) ⇔ abd+ bcd < b2c+ ad2 ⇔ 2abd+ 2bcd < abd+ bcd+ b2c+ ad2

⇔ 2(a+ c)bd < (ad+ bc)(b+ d) ⇔ a+c
b+d <

ad+bc
2bd ⇔

a+c
b+d <

1
2

(
a
b +

c
d

)
.



Заключительный этап. 10 – 11 классы. 

Решения и ответы варианта 151; ответы ко всем вариантам. 

Сами варианты приведены ниже.  

1. В ящике лежат сто разноцветных шариков: 28 красных, 20 зелѐных, 13 жѐлтых, 19 синих, 

11 белых и 9 чѐрных. Какое наименьшее число шариков надо вытащить, не заглядывая в 

ящик, чтобы среди них заведомо оказалось не менее 15 шариков одного цвета? 

Ответ: 76. Решение. Наихудший вариант: будет вытащено 14 красных, 14 зелѐных, 13 

жѐлтых, 14 синих, 11 белых и 9 чѐрных шариков – всего 75 шариков. Следующий шарик обя-

зательно будет 15-м шариком какого-то одного из цветов: либо красным, либо зеленым, либо 

синим. 

Ответ варианта 152: 109. 

Ответ варианта 153: 83. 

Ответ варианта 154: 98. 

 

2. Найдите главный (наименьший положительный) период функции  

    
5

arcsin sin arccos cos3y x


 . 

Ответ: 
3


. Решение. Число 

2

3


 является периодом функции cos3x . Так как множе-

ство значений функции  arccos cosz t  равно  0; , а функция 

 
, при 0 ,

2
arcsin sin

, при ,
2

z z

z

z z




 


 

 
   


 то 
3


 будет периодом функции y. Так как точки вида 

3

n
, n Z  не принадлежат области определения функции y, то 

3


 – наименьший период.  

Ответ варианта 152: 
4


. 

Ответ варианта 153: 
6


. 

Ответ варианта 154: 
4


. 

 

3. В выпуклом четырѐхугольнике ABCD диагонали АС и DB перпендикулярны сторонам DC 

и АВ соответственно. Из точки B проведѐн перпендикуляр на сторону AD, пересекающий 

АС в точке O. Найдите AO, если 4AB  , 6OС  . 

Ответ: 2. Решение. Так как 90ABD ACD    , то четырѐх-

угольник вписан в окружность с диаметром AD. Поэтому ACB ADB   

– как опирающиеся на одну дугу. Так как BH – высота в прямоугольном 

ABD , то ADB ABH   . Тогда треугольники ABO  и ACB  подобны по 

двум углам, и выполняются соотношения: 
AB AC

AO AB
    

4 6

4

AO

AO


  

  
2 6 16 0AO AO      8AO    или 2AO  . Ответ: 2AO  . 



Ответ варианта 152: 9. 

Ответ варианта 153: 1. 

Ответ варианта 154: 12. 

4. Найдите наибольшее значение x y , если числа x и y удовлетворяют неравенству 

2 2

2

log 1
x y

y


 . 

Ответ: 1 2  Решение. Неравенство равносильно системе 

   

2 2

2 2

2 2

2 0,

1
2

; 0; 0 ,

2,

0.

x y
y

x y

x y

x y

y

 



 


 


 
 

   

Множеством решений этой системы являются пары точек  ;x y , лежащие внутри 

верхнего полукруга (без границы) 2 2 2x y  , 0y  , но вне круга  
22 1 1x y    или внутри 

круга  
22 1 1x y   , но вне верхнего полукруга (без границы) 2 2 2x y  , 0y  .  

Найдѐм максимальное значение суммы x y . Уравнение x y a   задаѐт семейство 

параллельных прямых, пересекающих ось OX под углом 135 . Максимальное значение a, 

при котором прямая из этого семейства имеет непустое пересечение с множеством решения 

неравенства, находится из условия касания прямой x y a   и окружности  
22 1 1x y   . 

Его можно найти либо из геометрических соображений, либо подставив y a x   в уравне-

ние окружности и определив a, при котором дискриминант равен нулю. При этом из двух 

значений 1 2a    выбираем наибольшее: 1 2a   . Необходимо проверить, что при та-

ком a прямая не пересекает окружность 2 2 2x y  , что гарантирует, что касание первой ок-

ружности нашим семейством прямых происходит раньше касания второй. 

Ответ варианта 152: 1 2  . 

Ответ варианта 153: 1 2  . 

Ответ варианта 154: 1 2 . 

5. Отрезок 8AB   пересекает плоскость   под углом 30  и делится этой плоскостью в от-

ношении 1:3 . Найдите радиус сферы, проходящей через точки A и B и пересекающей 

плоскость   по окружности наименьшего радиуса. 

Ответ: 2 7 . Решение. Обозначив точку пересечения 

AB с плоскостью   через C, получим 2AC  , 6BC  . В пе-

ресечении сферы с плоскостью получается некоторая окруж-

ность. Проведѐм через C диаметр MN этой окружности. Тогда 

AB и MN – хорды сферы, и по свойству пересекающихся хорд: 

12MC CN AC CB    . Так как 

2 4 3MN MC CN MC CN     , то минимальный радиус 

окружности больше или равен 2 3  и значение 2 3  достига-

ется при 2 3MC CN  , то есть C – центр этой окружности.  

Так как 90 30COP OCP NCP      , то 



2OC CP  . При этом 2
2

AB
CP AC   . Значит, 

2 2 2 2 212 4 28R OM MC OC      .  

Ответ варианта 152: 2 19 . 

Ответ варианта 153: 2 13 . 

Ответ варианта 154: 39 . 

6. Для любого натурального n и для любого набора чисел 
1x , 

2x , …, 
nx  из отрезка  0; 3  

уравнение 
1

n

i

i

x x an


   имеет решение x, принадлежащее отрезку  0; 3 . Укажите, какие 

из следующих значений a удовлетворяют этому условию: 

     a) 0a  , b) 
3

2
a  , c) 2a  . 

Ответ: только 
3

2
a  . Решение. Для доказательства невозможности любого а, кроме 

3

2
a  , можно привести пример: 2n  , 

1 0x  , 
2 3x  . Тогда 

1

0 3 3
n

i

i

x x x x


       для 

любого  0; 3x , и получающееся уравнение 3 2a  не имеет решений при всех a, кроме для 

3

2
a  . Теперь докажем, что при 

3

2
a   решения всегда будут. 

Рассмотрим функцию  
1

1 n

i

i

f x x x
n 

   . Тогда  
1

1
0

n

i

i

f x
n 

    
1

1 n

i

i

x
n 

  , 

 0 0 3f  . 

 
1

1
3 3

n

i

i

f x
n 

     
1

1
3

n

i

i

x
n 

    
1

1
3

n

i

i

n x
n 

 
   

 
   3 0f  ,  0 3 3f  . 

Значит,    0 3 3f f  , при этом одно из слагаемых не меньше, чем 
3

2
, а другое не 

больше, чем 
3

2
, и  f x  непрерывна на отрезке  0; 3 . Поэтому обязательно найдѐтся значе-

ние x, при котором  
3

2
f x  . 

Ответ варианта 152: только 2a  . 

Ответ варианта 153: только 
5

2
a  . 

Ответ варианта 154: только 3a  . 

7. Каков минимальный объѐм пирамиды, у которой в основании лежит правильный тре-

угольник со стороной 6, а все плоские углы при вершине равны между собой и не превос-

ходят 
1

2arcsin
3

? 

Ответ: 5 23 . Решение. Введѐм обозначения: a – длина ребра основания, SA x , 

SB y  и SC z  – длины боковых рѐбер,   – величина плоского угла при вершине S, SO – 

высота пирамиды, 
1h AA  – высота основания.  



Из теоремы косинусов для боковых граней следует 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos ,

2 cos ,

2 cos .

a x y xy

a y z zy

a x z xz







  

  

  







  

Вычитая из первого уравнения системы второе, получаем, что 

( )( ) 2( ) cosx z x z x z y     . Следовательно, возможны два случая: 1) x z ; 2) 

2 cosx z y    (откуда следует, что 
1

cos
2

     0
3


  ). Если все величины x, y и z раз-

личны, то с необходимостью получаем 

2 cos ,

2 cos ,

2 cos ,

x y z

y z x

x z y







 

 

 







   откуда следует, что 0x z  , т.е. 

по крайней мере две из величин x, y и z равны. 

Рассмотрим два случая: 1) x y z  ; 2) y z x  . 

В первом случае пирамида SABC правильная и еѐ объѐм равен 
3

1
2

1 1

12 12
4tg

2

a
V


    

(
2

осн

3

4

a
S  , 1

2tg
2

a
SA


 , 1

3

3 6

h a
AO   , следовательно 

2

1 1

12
4tg

2

SO a


  ). Получаем, 

что объѐм является убывающей функцией по   и у правильной пирамиды он будет мини-

мальным при 
1

2arcsin
3

  . При 6a   получаем, что 3 3h  , 69SO  , осн 9 3S   и 

9 23SABCV  . 

Второй случай. Если y z x  , то получаем пирамиду SBCA , где точки A и A  лежат 

на одной окружности с центром в точке 
1A  и радиусом, равным длине отрезка 

1AA , то есть 

1 1A A A A h   . Треугольник A BC  – правильный и 
SA BC SABCV V  . Найдѐм объѐм пирамиды 

A ABC . Для этого достаточно найти еѐ высоту 
1A O . Построим сечение пирамиды плоско-

стью 
1( )SA A . 

1 1 1sin( 2 ) sin2A O h A AA h A AA        1

2

1

2 tg

1 tg

h A AA

A AA

 


 
 

2

2 2

12 · 4 69

4 9 9

h SO

h SO
 


, 

поскольку 1g
2

t
3SO

A AA
h

  . 

Окончательно получаем, что 4 23A ABCV    и 5 23SA BC SABC A ABCV V V    .  

 

 

 

 

 

 

 

 



Ответ варианта 152: 
11

2
. 

Ответ варианта 153: 21 39 . 

Ответ варианта 154: 32 11 . 

8. Маша, скучая на уроке математики, проделала с некоторым 2015-значным натуральным 

числом следующую операцию: от десятичной записи этого числа она отбросила послед-

нюю цифру и к умноженному на 3 получившемуся числу прибавила удвоенную отбро-

шенную цифру. С полученным числом она опять проделала ту же операцию и так далее. 

После многократного применения этой операции получающиеся у Маши числа перестали 

меняться, и тогда она остановилась. 

а) Какое число оказалось у Маши в конце? 

б) Какое наименьшее число могло быть у Маши в самом начале (укажите две его послед-

ние цифры)?  

Ответ: а) 17; б) 09 (число 100…0009). 

Решение. а) Пусть это число n, оканчивающееся на цифру y. Тогда 10n x y   после 

очередной операции станет равным 3 2x y . Равенство 10 3 2x y x y    равносильно 7x y  

и, так как y – цифра, то 7y  , 1x  . Поэтому 17n  . 

б) Заметим, что если исходное число не равно 17, то оно обязательно уменьшается: 

10 3 2x y x y      7x y  (что для 0x   и 1x   всегда верно). Из соотношения 

 2 10 17 3 2x y x x y     следует, что число 10x y  делится на 17 тогда и только тогда, ко-

гда 3 2x y  делится на 17. Поскольку стабилизация операции происходит на числе 17, то ис-

ходное число также должно делиться на 17. 

Найдѐм наименьшее 2015-значное число, которое делится на 17. Для удобства вы-

пишем остатки степеней 10 при делении на 17 (см. таблицу): 

 

Степень 

 

1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

7 

 

8 

 

9 

 

10 

 

11 

 

12 

 

13 

 

14 

 

15 

 

16 

 

17 

 

Остаток 

 

10 

 

15 

 

14 

 

4 

 

6 

 

9 

 

5 

 

16 

 

7 

 

2 

 

3 

 

13 

 

11 

 

8 

 

12 

 

1 

 

10 

 

 

Так как через каждые 17 степеней остатки повторяются, а  1610 1 mod17  (эта за-

пись означает, что 
1610  и 1 дают одинаковые остатки при делении на 17), и 

2014 16 125 14   , то  2014 1410 10 8 mod17  , то 
201410 9  делится на 17 нацело. Это и бу-

дет наименьшее 2015-значное число, делящееся нацело на 17. Оно оканчивается на 09. 

Ответ варианта 152: а) 17; б) 99 (число 999…9999). 

Ответ варианта 153: а) 17; б) 05 (число 100…0005).. 

Ответ варианта 154: а) 17; б) 88 (число 999…9988).. 

 



_____________________________________________________________________________________ 

Вариант 151 

1. В ящике лежат сто разноцветных шариков: 28 красных, 20 зелёных, 13 жёлтых, 19 синих, 11 бе-

лых и 9 чёрных. Какое наименьшее число шариков надо вытащить, не заглядывая в ящик, что-

бы среди них заведомо оказалось не менее 15 шариков одного цвета? 

2. Найдите главный (наименьший положительный) период функции  

    
5

arcsin sin arccos cos3y x


 . 

3. В выпуклом четырёхугольнике ABCD диагонали АС и DB перпендикулярны сторонам DC и АВ 

соответственно. Из точки B проведён перпендикуляр на сторону AD, пересекающий АС в точке 

O. Найдите AO, если 4AB  , 6OС  . 

4. Найдите наибольшее значение x y , если числа x и y удовлетворяют неравенству 

2 2

2

log 1
x y

y


 . 

5. Отрезок 8AB   пересекает плоскость   под углом 30  и делится этой плоскостью в отноше-

нии 1:3 . Найдите радиус сферы, проходящей через точки A и B и пересекающей плоскость   

по окружности наименьшего радиуса. 

6. Для любого натурального n и для любого набора чисел 1x , 2x , …, nx  из отрезка  0; 3  уравнение 

1

n

i

i

x x an


   имеет решение x, принадлежащее отрезку  0; 3 . Укажите, какие из следующих 

значений a удовлетворяют этому условию: 

     a) 0a  , b) 
3

2
a  , c) 2a  . 

7. Каков минимальный объём пирамиды, у которой в основании лежит правильный треугольник со 

стороной 6, а все плоские углы при вершине равны между собой и не превосходят 
1

2arcsin
3

? 

8. Маша, скучая на уроке математики, проделала с некоторым 2015-значным натуральным числом 

следующую операцию: от десятичной записи этого числа она отбросила последнюю цифру и к 

умноженному на 3 получившемуся числу прибавила удвоенную отброшенную цифру. С полу-

ченным числом она опять проделала ту же операцию и так далее. После многократного приме-

нения этой операции получающиеся у Маши числа перестали меняться, и тогда она останови-

лась. 

а) Какое число оказалось у Маши в конце? 

б) Какое наименьшее число могло быть у Маши в самом начале (укажите две его последние 

цифры)?  

 

   9 марта 2015 г. 



_____________________________________________________________________________________ 

Вариант 152 

1. В ящике лежат 120 разноцветных шариков: 31 красный, 24 зелёных, 29 жёлтых, 21 синий и 15 

белых. Какое наименьшее число шариков надо вытащить, не заглядывая в ящик, чтобы среди 

них заведомо оказалось не менее 25 шариков одного цвета? 

2. Найдите главный (наименьший положительный) период функции  

    
3

arcsin sin arccos cos4y x


 . 

3. Из вершины L выпуклого четырёхугольника KLMN проведён перпендикуляр на сторону KN, пе-

ресекающий диагональ KM в точке O так, что 3KO  . Найдите OM, если 6KL  , NL KL , 

KM MN . 

4. Найдите наименьшее значение x y , если числа x и y удовлетворяют неравенству 

 2 2

2

log 1
x y

x


  . 

5. Отрезок 16MN   пересекает плоскость   под углом 60  и делится этой плоскостью в отноше-

нии 1: 7 . Найдите радиус сферы, проходящей через точки M и N и пересекающей плоскость   

по окружности наименьшего радиуса. 

6. Для любого натурального n и для любого набора чисел 1x , 2x , …, nx  из отрезка  0; 4  уравнение 

1

n

i

i

x x an


   имеет решение x, принадлежащее отрезку  0; 4 . Укажите, какие из следующих 

значений a удовлетворяют этому условию: 

     a) 1a  , b) 2a  , c) 4a  . 

 

7. Каков минимальный объём пирамиды, у которой в основании лежит правильный треугольник со 

стороной 2, а все плоские углы при вершине равны между собой и не превосходят 
1

2arcsin
4

? 

8. Петя, скучая на уроке математики, проделал с некоторым 2016-значным натуральным числом 

следующую операцию: от десятичной записи этого числа он отбросил последнюю цифру и к 

умноженному на 3 получившемуся числу прибавил удвоенную отброшенную цифру. С полу-

ченным числом он опять проделал ту же операцию и так далее. После многократного примене-

ния этой операции получающиеся у Пети числа перестали меняться, и тогда он остановился. 

а) Какое число оказалось у Пети в конце? 

б) Какое наибольшее число могло быть у Пети в самом начале (укажите две его последние циф-

ры)?  

 

   9 марта 2015 г. 



_____________________________________________________________________________________ 

Вариант 153 

1. В ящике лежат сто разноцветных шариков: 26 красных, 22 зелёных, 18 жёлтых, 13 синих, 11 бе-

лых и 10 чёрных. Какое наименьшее число шариков надо вытащить, не заглядывая в ящик, что-

бы среди них заведомо оказалось не менее 17 шариков одного цвета? 

2. Найдите главный (наименьший положительный) период функции  

    
1

arcsin sin arccos cos6y x


 . 

3. В выпуклом четырёхугольнике ABCD диагонали АС и DB перпендикулярны сторонам DC и АВ 

соответственно. Из точки B проведён перпендикуляр на сторону AD, пересекающий АС в точке 

O. Найдите AO, если 2AB  , 3OС  . 

4. Найдите наименьшее значение x y , если числа x и y удовлетворяют неравенству 

 2 2

2

log 1
x y

y


  . 

5. Отрезок 10AB   пересекает плоскость   под углом 30  и делится этой плоскостью в отноше-

нии 1: 4 . Найдите радиус сферы, проходящей через точки A и B и пересекающей плоскость   

по окружности наименьшего радиуса. 

6. Для любого натурального n и для любого набора чисел 1x , 2x , …, nx  из отрезка  0; 5  уравнение 

1

n

i

i

x x an


   имеет решение x, принадлежащее отрезку  0; 5 . Укажите, какие из следующих 

значений a удовлетворяют этому условию: 

     a) 1a  , b) 
5

2
a  , c) 5a  . 

7. Каков минимальный объём пирамиды, у которой в основании лежит правильный треугольник со 

стороной 12, а все плоские углы при вершине равны между собой и не превосходят 
3

2arcsin
8

? 

8. Миша, скучая на уроке математики, проделал с некоторым 2016-значным натуральным числом 

следующую операцию: от десятичной записи этого числа он отбросил последнюю цифру и к 

умноженному на 3 получившемуся числу прибавил удвоенную отброшенную цифру. С полу-

ченным числом он опять проделал ту же операцию и так далее. После многократного примене-

ния этой операции получающиеся у Миши числа перестали меняться, и тогда он остановился. 

а) Какое число оказалось у Миши в конце? 

б) Какое наименьшее число могло быть у Миши в самом начале (укажите две его последние 

цифры)?  

 

   9 марта 2015 г. 



_____________________________________________________________________________________ 

Вариант 154 

1. В ящике лежат 120 разноцветных шариков: 30 красных, 19 зелёных, 32 жёлтых, 21 синий и 18 

белых. Какое наименьшее число шариков надо вытащить, не заглядывая в ящик, чтобы среди 

них заведомо оказалось не менее 21 шарика одного цвета? 

2. Найдите главный (наименьший положительный) период функции  

    
7

arcsin sin arccos cos4y x


 . 

3. Из вершины L выпуклого четырёхугольника KLMN проведён перпендикуляр на сторону KN, пе-

ресекающий диагональ KM в точке O так, что 4KO  . Найдите OM, если 8KL  , NL KL , 

KM MN . 

4. Найдите наибольшее значение x y , если числа x и y удовлетворяют неравенству 

2 2

2

log 1
x y

x


 . 

5. Отрезок 12MN   пересекает плоскость   под углом 60  и делится этой плоскостью в отноше-

нии 1:3 . Найдите радиус сферы, проходящей через точки M и N и пересекающей плоскость   

по окружности наименьшего радиуса. 

6. Для любого натурального n и для любого набора чисел 1x , 2x , …, nx  из отрезка  0; 6  уравнение 

1

n

i

i

x x an


   имеет решение x, принадлежащее отрезку  0; 6 . Укажите, какие из следующих 

значений a удовлетворяют этому условию: 

     a) 0a  , b) 3a  , c) 4a  . 

7. Каков минимальный объём пирамиды, у которой в основании лежит правильный треугольник со 

стороной 8, а все плоские углы при вершине равны между собой и не превосходят 
1

2arcsin
4

? 

8. Аня, скучая на уроке математики, проделала с некоторым 2015-значным натуральным числом 

следующую операцию: от десятичной записи этого числа она отбросила последнюю цифру и к 

умноженному на 3 получившемуся числу прибавила удвоенную отброшенную цифру. С полу-

ченным числом она опять проделала ту же операцию и так далее. После многократного приме-

нения этой операции получающиеся у Ани числа перестали меняться, и тогда она остановилась. 

а) Какое число оказалось у Ани в конце? 

б) Какое наибольшее число могло быть у Ани в самом начале (укажите две его последние циф-

ры)?  

 

   9 марта 2015 г. 



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. 9 êëàññ.

1. Â íåêîòîðîé ñòðàíå àëôàâèò ñîñòîèò èç òð¼õ áóêâ: ¾Ì¿, ¾Ã¿ è ¾Ó¿. Ñëî-
âîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñîñòîÿùàÿ èç ýòèõ áóêâ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, â êîòîðîé äâå ñîãëàñíûå íå ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì è äâå ãëàñíûå íå
ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì. Ñêîëüêî â ýòîé ñòðàíå ñîñòîÿùèõ èç 200 áóêâ ñëîâ,
êîòîðûå ñîäåðæàò êàæäóþ èç òð¼õ áóêâ õîòÿ áû ïî ðàçó?

Îòâåò: 2101−4. Ðåøåíèå. Ðàçîáðàâøèñü ñî ñòðóêòóðîé ñëîâ, ïðèõîäèì
ê ðàññìîòðåíèþ òð¼õ ñëó÷àåâ.
1) Ïåðâàÿ áóêâà Ì. Òîãäà âòîðàÿ � Ó, òðåòüÿ - Ã èëè Ì, ÷åòâåðòàÿ � Ó,
ïÿòàÿ - Ã èëè Ì, ..., 200-ÿ - Ó. Òàêèõ ñëîâ áóäåò 299. 2) Àíàëîãè÷íî, åñëè
ïåðâàÿ áóêâà � Ã.
3) Ïåðâàÿ áóêâà Ó. Òîãäà âòîðàÿ � Ã èëè Ì, òðåòüÿ - Ó, ÷åòâåðòàÿ � Ã
èëè Ì, ..., 200-ÿ � Ã èëè Ì. Òàêèõ ñëîâ áóäåò 2100.
Âñåãî ñëîâ: 299 + 299 + 2100 = 2101. Îòñþäà íóæíî óáðàòü 4 ñëîâà: ÌÓ-
ÌÓ....ÌÓ, ÃÓÃÓ...ÃÓ, ÓÌÓÌ...ÓÌ è ÓÃÓÃ...ÓÃ (â êàæäîì èç íèõ íåò
îäíîé èç áóêâ).

2. Ãðàôèê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè f(x) = x2+2px−p2+7p−2015 ïåðåñåêàåò
êîîðäèíàòíûå îñè â òðåõ òî÷êàõ: A, B è C. Íàéäèòå çíà÷åíèå p, ïðè
êîòîðîì ïðîèçâåäåíèå äëèí îòðåçêîâ OA×OB×OC áóäåò íàèìåíüøèì.

Îòâåò: p = 7
2 . Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðàáîëà ïåðåñåêàëà â òðåõ

òî÷êàõ íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå èìåëî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x1 è x2.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äàííîãî òðåõ÷ëåíà äèñêðèìèíàíò âñåãäà
ïîëîæèòåëåí. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå OA × OB × OC = |x1| · |x2| · |f(0)|.
Ïðèìåíèâ òåîðåìó Âèåòà, ïîëó÷èì, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî êâàäðàòó
ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Çíà÷èò îíî ìèíèìàëüíî, êîãäà ìèíèìàëåí (−p2+7p−
2015)2, ÷òî áóäåò ïðè p = 7

2 .

3. Â òðåóãîëüíèêå 4ABC, îñíîâàíèå AB êîòîðîãî ëåæèò íà îñè àáñöèññ,
ïðîâåäåíû âûñîòû AM , BN è CK. Íàéäèòå äëèíó îñíîâàíèÿ AB, åñëè
èçâåñòíû êîîðäèíàòû òî÷åê M(2, 2) è N(4, 4).

Îòâåò: AB = 4
√
5. Ðåøåíèå.

Îïèðàþùàÿñÿ íà AB êàê íà



äèàìåòð îêðóæíîñòü ñîäåðæèò òî÷êè M è N (ñì. ðèñ.). Å¼ öåíòð D ðàâ-
íîóäàë¼í îò M è N. Òàê êàê ïðÿìàÿ MN èìååò âèä y = x, òî ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ åé ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó MN � òî÷êó (3, 3)
� èìååò âèä y = 6 − x. Çíà÷èò, ñåðåäèíà AB � òî÷êà D � èìååò êîîð-
äèíàòû (6, 0). Òî÷êà D ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A,B,M è N . Ïðè ýòîì
DM 2 = DN 2 = 42 + 22 = 20. Çíà÷èò, BD = AD = 2

√
5, è äëèíà îñíîâà-

íèÿ ðàâíà AB = 4
√
5.

4. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàçáèëè íà ¾õîðîøèå¿ è ¾ïëîõèå¿ ïî ñëåäóþ-
ùèì ïðàâèëàì:
a) Èç ëþáîãî ïëîõîãî ÷èñëà ìîæíî âû÷åñòü íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå åãî ïîëîâèíû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ ðàçíîñòü
ñòàëà ¾õîðîøåé¿.
b) Èç ¾õîðîøåãî¿ ÷èñëà íåëüçÿ âû÷åñòü íå áîëåå ïîëîâèíû, òàê, ÷òîáû
îíî îñòàëîñü ¾õîðîøèì¿.
Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî 1 � ¾õîðîøåå¿. Íàéäèòå áëèæàéøåå ê 2015 õîðîøåå
÷èñëî.

Îòâåò: 2047. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðåâ íåñêîëüêî ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë çàìåòèì, ÷òî õîðîøèå ÷èñëà èìåþò âèä 2n − 1 (à 2n, ..., 2n+ 1− 2
� ïëîõèå).

Äîêàæåì ýòî ïî ìåòîäó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 óòâåðæäå-
íèå äàíî â óñëîâèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ n−1.
Ðàññìîòðèì ÷èñëî âèäà M = 2n + k, ãäå k = 0, 1, ..., 2n − 2. Òîãäà èç
òàêîãî ÷èñëà ìîæíî âû÷åñòü k + 1 6 1

2(2
n + k) = M

2 .

C äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ÷èñëî âèäà N = 2n − 1. Èç íåãî íàäî
âû÷åñòü ïî êðàéíåé ìåðå 2n−1, ÷òî ïðåâîñõîäèò N

2 = 2n−1 − 1
2 .

Çíà÷èò áëèæàéøèì õîðîøèì ÷èñëîì ê 2015 áóäåò ÷èñëî 2047 = 211 − 1.

5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ABD è
BCD ðàâíû, à ïëîùàäü ACD ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ABD. Íàéäèòå
äëèíó îòðåçêà CM , ãäå M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
AD = 12.

Îòâåò: CM = 18. Ðåøåíèå. Èç ðàâåíñòâà ïëîùàäåé ABC è CBD âû-
òåêàåò, ÷òî O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AC è BD äåëèò AC ïîïî-
ëàì (ñì. ðèñ). À èç òîãî, ÷òî S(ACD)12S(ABD) ñëåäóåò, ÷òî S(AOD) =
1
3S(AOB), ñëåäîâàòåëüíî, OD = 1

3BO = GO, ãäå G � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.

Çíà÷èò AGCD � ïàðàëëåëîãðàìì, ïîýòîìó AD = CG = 2
3CM = 12,

îòêóäà CM = 18.



6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì: a1 = a2 = 1,
an+1 = an · an−1 + 3. Ìîæåò ëè ÷èñëî a2015 − a2011 − 39 áûòü ïðîñòûì?

Îòâåò: Íåò, ýòî ÷èñëî áóäåò êðàòíî a2011 > 1. Ðåøåíèå. Ïîêàæåì,
÷òî ýòî ÷èñëî áóäåò êðàòíî a2011. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îñòàòêè
îò äåëåíèÿ íà a2011 ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ. Î÷åâèäíî, a2012 è a2013 äàþò
îñòàòêè 3, a2014 � 12, à a2015 � 39. Ñëåäîâàòåëüíî, a2015−a2011−39 äåëèòñÿ
íà a2011 áåç îñòàòêà.

7. Íàéäèòå ðåøåíèå ñèñòåìû â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ

{
a3 + b = c(a2 + b2)

a+ b3 = d(a2 + b2)

Îòâåò: a = b = c = d = 1. Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî (a, b) =
1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (a, b) = d > 1. Òîãäà èç ïåðâîãî

óðàâíåíèÿ b = c(a2 + b2)− a3
...d2. Àíàëîãè÷íî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ a

...d2,
÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà a(a2+b2)−(a3+b) = b(ab−1) è b(a2+b2)−(a+b3) =
a(ab−1) êðàòíû a2+b2. Ñëåäîâàòåëüíî, ab−1 äîëæíî äåëèòüñÿ íà a2+b2,
÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè a = b = 1.

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. 8 êëàññ.

1. Íà äåíü ðîæäåíèÿ Àíäðåÿ ïîñëåäíåé ïðèøëà ßíà, ïîäàðèâøàÿ åìó ìÿ÷,
à ïðåäïîñëåäíèì � Ýäóàðä, ïîäàðèâøèé åìó êàëüêóëÿòîð. Èñïûòûâàÿ



êàëüêóëÿòîð, Àíäðåé çàìåòèë, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîëè÷åñòâà âñåõ åãî ïî-
äàðêîâ íà êîëè÷åñòâî ïîäàðêîâ, êîòîðûå ó íåãî áûëè äî ïðèõîäà Ýäó-
àðäà, ðîâíî íà 16 áîëüøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèå åãî âîçðàñòà íà êîëè÷åñòâî
ïîäàðêîâ, êîòîðûå ó íåãî áûëè äî ïðèõîäà ßíû. Ñêîëüêî ïîäàðêîâ ó
Àíäðåÿ?

Îòâåò: 18. Ðåøåíèå. Åñëè n � ÷èñëî ïîäàðêîâ, à a � âîçðàñò Àíäðåÿ,
òî n(n − 2) = a(n − 1). Îòñþäà a = n2−2n−16

n−1 = n − 1 − 17
n−1 . Ïîýòîìó

n− 1 = 17, a = 16.

2. Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC âûáðàíû òî÷êè A1

è A2, òàê, ÷òî BA1 = A1A2 = A2C. Íà ñòîðîíå AC âûáðàíà òî÷êà B1,
òàê, AB1 : B1 = 1 : 2. Íàéäèòå ñóììó óãëîâ ∠AA1B1 + ∠AA2B1.

Îòâåò: 30◦. Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó A1B1‖AB, òî ∠BAA1 = ∠AA1B1.
Èç ñèììåòðèè ∠BAA1 = ∠CAA2. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ∠CB1A2 =
∠B1AA2 + ∠AA2B1 êàê âíåøíèé â 4AA2B1.

3. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàçáèëè íà ¾õîðîøèå¿ è ¾ïëîõèå¿ ïî ñëåäóþ-
ùèì ïðàâèëàì:
a) Èç ëþáîãî ïëîõîãî ÷èñëà ìîæíî âû÷åñòü íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå åãî ïîëîâèíû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ ðàçíîñòü
ñòàëà ¾õîðîøåé¿.
b) Èç ¾õîðîøåãî¿ ÷èñëà íåëüçÿ âû÷åñòü íå áîëåå ïîëîâèíû, òàê, ÷òîáû
îíî îñòàëîñü ¾õîðîøèì¿.
Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî 1 � ¾õîðîøåå¿. Íàéäèòå áëèæàéøåå ê 2015 õîðîøåå
÷èñëî.

Îòâåò: 2047. Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî õîðîøèå ÷èñëà èìåþò âèä 2n−1.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ÷èñëî èìååò âèäM = 2n+k, ãäå k = 0, 1, ..., 2n−2.
Òîãäà èç òàêîãî ÷èñëà ìîæíî âû÷åñòü k + 1 6 1

2(2
n + k) = M

2 . C äðóãîé
ñòîðîíû èç ÷èñëà âèäà N = 2n − 1 íàäî âû÷åñòü ïî êðàéíåé ìåðå 2n−1,
÷òî ïðåâîñõîäèò N

2 = 2n−1 − 1
2 . Çíà÷èò áëèæàéøèì ê 2015 áóäåò ÷èñëî

2047 = 211 − 1.

4. Â òðåóãîëüíèêå 4ABC, îñíîâàíèå AB êîòîðîãî ëåæèò íà îñè àáñöèññ,
ïðîâåäåíû âûñîòû AM , BN è CK. Íàéäèòå äëèíó îñíîâàíèÿ AB, åñëè
èçâåñòíû êîîðäèíàòû òî÷åê M(2, 2) è N(4, 4).

Îòâåò: AB = 4
√
5. Ðåøåíèå. Îïèðàþùàÿñÿ íà AB êàê íà äèàìåòð

îêðóæíîñòü ñîäåðæèò òî÷êè M è N . Å¼ öåíòð D ðàâíîóäàë¼í îò M è N.
Òàê êàê ïðÿìàÿ MN èìååò âèä y = x, òî ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ åé ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó MN � òî÷êó (3, 3) � èìååò âèä y = 6 − x.
Çíà÷èò, ñåðåäèíà AB � òî÷êà D � èìååò êîîðäèíàòû (6, 0). Òî÷êà D



ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A,B,M è N . Ïðè ýòîì DM 2 = DN 2 = 42 +22 =
20. Çíà÷èò, BD = AD = 2

√
5, è äëèíà îñíîâàíèÿ ðàâíà AB = 4

√
5.

5. Â íåêîòîðîé ñòðàíå àëôàâèò ñîñòîèò èç òð¼õ áóêâ: ¾Ì¿, ¾Ã¿ è ¾Ó¿. Ñëî-
âîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñîñòîÿùàÿ èç ýòèõ áóêâ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, â êîòîðîé äâå ñîãëàñíûå íå ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì è äâå ãëàñíûå íå
ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì. Ñêîëüêî â ýòîé ñòðàíå ñîñòîÿùèõ èç 200 áóêâ ñëîâ,
êîòîðûå ñîäåðæàò êàæäóþ èç òð¼õ áóêâ õîòÿ áû ïî ðàçó?Îòâåò: 2101−4.
Ðåøåíèå. Ðàçîáðàâøèñü ñî ñòðóêòóðîé ñëîâ, ïðèõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ
òð¼õ ñëó÷àåâ.
1) Ïåðâàÿ áóêâà Ì. Òîãäà âòîðàÿ � Ó, òðåòüÿ - Ã èëè Ì, ÷åòâåðòàÿ � Ó,
ïÿòàÿ - Ã èëè Ì, ..., 200-ÿ - Ó. Òàêèõ ñëîâ áóäåò 299.
2) Àíàëîãè÷íî, åñëè ïåðâàÿ áóêâà � Ã.
3) Ïåðâàÿ áóêâà Ó. Òîãäà âòîðàÿ � Ã èëè Ì, òðåòüÿ - Ó, ÷åòâåðòàÿ � Ã
èëè Ì, ..., 200-ÿ � Ã èëè Ì. Òàêèõ ñëîâ áóäåò 2100.
Âñåãî ñëîâ: 299 + 299 + 2100 = 2101. Îòñþäà íóæíî óáðàòü 4 ñëîâà: ÌÓ-
ÌÓ....ÌÓ, ÃÓÃÓ...ÃÓ, ÓÌÓÌ...ÓÌ è ÓÃÓÃ...ÓÃ (â êàæäîì èç íèõ íåò
îäíîé èç áóêâ).

6. Ãðàôèê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè f(x) = x2+2px−p2+7p−2015 ïåðåñåêàåò
êîîðäèíàòíûå îñè â òðåõ òî÷êàõ: A, B è C. Íàéäèòå çíà÷åíèå p, ïðè
êîòîðîì ïðîèçâåäåíèå äëèí îòðåçêîâ OA×OB×OC áóäåò íàèìåíüøèì.

Îòâåò: p = 7
2 . Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðàáîëà ïåðåñåêàëà â òðåõ

òî÷êàõ íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå èìåëî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x1 è x2.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äàííîãî òðåõ÷ëåíà äèñêðèìèíàíò âñåãäà
ïëîæèòåëåí. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå OA × OB × OC = |x1| · |x2| · |f(0)|.
Ïðèìåíèâ òåîðåìó Âèåòà, ïîëó÷èì, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî êâàäðàòó
ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Çíà÷èò îíî ìèíèìàëüíî, êîãäà ìèíèìàëåí (−p2+7p−
2015)2, ÷òî áóäåò ïðè p = 7

2 .



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. 5-7 êëàññû.

1. Â ïîëíîì êîíòåéíåðå íàõîäÿòñÿ 150 àðáóçîâ è äûíü íà îáùóþ ñóììó 24
òûñ. ðóáëåé, ïðè ýòîì âñå àðáóçû ñóììàðíî ñòîÿò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî
âñå äûíè. Ñêîëüêî ðóáëåé ñòîèò îäèí àðáóç, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äûíü (áåç
àðáóçîâ) êîíòåéíåð âìåùàåò 120 øòóê, à àðáóçîâ (áåç äûíü) � 160?

Îòâåò: 100 ðóá. Ðåøåíèå. Ïóñòü áûëî àðáóçîâ, òîãäà äûíü áóäåò
150 − x. Åñëè êîíòåéíåð âìåùàåò 120 äûíü, òî îäíà äûíÿ çàíèìàåò 1

120

÷àñòü êîíòåéíåðà. Àíàëîãè÷íî îäèí àðáóç çàíèìàåò 1
160 ÷àñòü êîíòåéíå-

ðà. Ïîýòîìó, åñëè â êîíòåéíåðå âñåãî 150 àðáóçîâ è äûíü (è ïðè ýòîì
êîíòåéíåð ïîëîí), òî x

160 +
150−x
120 = 1. Îòñþäà x = 120. Çíà÷èò, áûëî 120

àðáóçîâ è 30 äûíü. Åñëè àðáóç ñòîèò a ðóáëåé, à äûíÿ � b ðóáëåé, òî
(òàê êàê ñòîèìîñòü àðáóçîâ è äûíü îäèíàêîâà ): 120a = 30b = 12000.
Ïîýòîìó = 100, b = 400.

2. Äëÿ äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a 6= b èçâåñòíî, ÷òî

a2 − 2015a = b2 − 2015b.

Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü a2 + b2?

Îòâåò: 20152/2 = 2030112,5. Ðåøåíèå. Ïåðåíîñÿ è ñîêðàùàÿ íà a−b 6=
0, ïîëó÷èì a + b = 2015. Òîãäà a2 + b2 = a2 + (2015 − a)2 = 2a2 −
2030a + 20152 è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå ïàðàáîëû
2x2 + 4030x+ 20152, ò.å. êîãäà a = b = 2015/2.

3. Òàáëèöó ðàçìåðà 3 × 3 íàäî çàïîëíèòü ÷èñëàìè 2014, 2015 è 2016, òàê,
÷òîáû ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå áûëà îäèíàêîâîé. Ñêîëüêèìè ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ýòî ñäåëàòü?

Îòâåò: 831. Ðåøåíèå. Âû÷òåì 2015 èç âñåõ ÷èñåë � ñóììû ïðè ýòîì
îñòàíóòñÿ îäèíàêîâûìè, à ÷èñëà â òàáëèöå áóäóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0 è
±1. Ðàññìîòðèì 27 âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ÷èñåë, íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé
ñòðîêå. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñóììû ýòèõ ÷èñåë: ±3 � ïî 1 êîìáèíàöèè,
±2 � ïî 3 êîìáèíàöèè, ±1 � ïî 6 êîìáèíàöèé, 0 � 7 êîìáèíàöèé. Òîãäà
óêàçàííóþ â óñëîâèè ðàññòàíîâêó ìîæíî ñäåëàòü 2·13+2·33+2·63+73 =
831 ñïîñîáîì.

4. Íà äåíü ðîæäåíèÿ Àíäðåÿ ïîñëåäíåé ïðèøëà ßíà, ïîäàðèâøàÿ åìó ìÿ÷,
à ïðåäïîñëåäíèì � Ýäóàðä, ïîäàðèâøèé åìó êàëüêóëÿòîð. Èñïûòûâàÿ
êàëüêóëÿòîð, Àíäðåé çàìåòèë, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîëè÷åñòâà âñåõ åãî ïî-
äàðêîâ íà êîëè÷åñòâî ïîäàðêîâ, êîòîðûå ó íåãî áûëè äî ïðèõîäà Ýäó-
àðäà, ðîâíî íà 16 áîëüøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèå åãî âîçðàñòà íà êîëè÷åñòâî



ïîäàðêîâ, êîòîðûå ó íåãî áûëè äî ïðèõîäà ßíû. Ñêîëüêî ïîäàðêîâ ó
Àíäðåÿ?

Îòâåò: 18. Ðåøåíèå. Åñëè n � ÷èñëî ïîäàðêîâ, à a � âîçðàñò Àíäðåÿ,
òî n(n − 2) = a(n − 1). Îòñþäà a = n2−2n−16

n−1 = n − 1 − 17
n−1 . Ïîýòîìó

n− 1 = 17, a = 16.

5. Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC âûáðàíû òî÷êè A1

è A2, òàê, ÷òî BA1 = A1A2 = A2C. Íà ñòîðîíå AC âûáðàíà òî÷êà B1,
òàê, AB1 : B1 = 1 : 2. Íàéäèòå ñóììó óãëîâ ∠AA1B1 + ∠AA2B1.

Îòâåò: 30◦. Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó A1B1‖AB, òî ∠BAA1 = ∠AA1B1.
Èç ñèììåòðèè ∠BAA1 = ∠CAA2. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ∠CB1A2 =
∠B1AA2 + ∠AA2B1 êàê âíåøíèé â 4AA2B1.

6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ÍÎÄ(x + 2015y, y + 2015x),
åñëè èçâåñòíî, ÷òî x è y � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.

Îòâåò: 20152 − 1 = 4060224. Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî îáùèé äåëè-
òåëü áóäåò òàêæå äåëèòü (x + 2015y) − 2015(y + 2015x) = (1 − 20152)x.
Àíàëîãè÷íî îí äåëèò (1 − 20152)y, à ïîñêîëüêó (x, y) = 1, òî îí äåëèò
(1 − 20152). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âçÿòü x = 1, y = 20152 − 2016, òî
êàê ðàç è ïîëó÷èì ÍÎÄ(x+ 2015y, y + 2015x) = 20152 − 1.


