
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 10�11 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Âû÷èñëèòå 1− 2 + 3− 4 + 5− 6 + . . .− 2016 + 2017.
Îòâåò. 1009.

2. Íàéäèòå îáú¼ì ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû, åñëè ñòîðîíà å¼ îñíîâàíèÿ ðàâíà√
3, à óãîë ìåæäó áîêîâîé ãðàíüþ è îñíîâàíèåì ðàâåí 60◦.
Îòâåò. 1,5.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 20, x2 = 17, xn+1 = xn − xn−1 (n > 2).
Íàéäèòå x2018.

Îòâåò. 17.

Ðåøåíèå.Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî xn+3 = xn+2−xn+1 = xn+1−xn−xn+1 = −xn, ïîýòîìó xn+6 =
−xn+3 = xn, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 6. Ïîñêîëüêó 2018 = 6 · 336 + 2,
ïîëó÷àåì x2018 = x2 = 17.

1.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 20, x2 = 18, xn+1 = xn − xn−1 (n > 2).
Íàéäèòå x2017.

Îòâåò. 20.

1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 20, x2 = −17, xn+1 = xn−xn−1 (n > 2).
Íàéäèòå x2018.

Îòâåò. −17.

1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = −20, x2 = −18, xn+1 = xn − xn−1
(n > 2). Íàéäèòå x2017.

Îòâåò. −20.

1.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = −20, x2 = −17, xn+1 = xn − xn−1
(n > 2). Íàéäèòå x2018.

Îòâåò. −17.

1.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 20, x2 = 18, xn+1 = xn − xn−1 (n > 2).
Íàéäèòå x2018.

Îòâåò. 18.

2.1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x2 è cos 2x ìåíüøå, ÷åì 1
2
. Â

îòâåò çàïèøèòå ñóììàðíóþ äëèíó íàéäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, îêðóãëèâ å¼ ïðè
íåîáõîäèìîñòè äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,37 (òî÷íîå çíà÷åíèå:
√

2− π
3
).

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî max{x2, cos 2x} < 1
2
ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ{

x2 < 1
2
,

cos 2x < 1
2

⇔ x ∈
(
−
√

2

2
;−π

6

)
∪
(π

6
;

√
2

2

)
.

Ñóììàðíàÿ äëèíà íàéäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ðàâíà 2(
√
2
2
− π

6
) =
√

2− π
3
≈ 0,37.

2.2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ íàèáîëüøåå èç ÷èñåë
√

x
2
è tg x íå áîëüøå, ÷åì

1. Â îòâåò çàïèøèòå ñóììàðíóþ äëèíó íàéäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, îêðóãëèâ å¼
ïðè íåîáõîäèìîñòè äî ñîòûõ.

Îòâåò. 1,21 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 2− π
4
).



2.3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ íàèìåíüøåå èç ÷èñåë 1
x
è sinx áîëüøå, ÷åì 1

2
. Â

îòâåò çàïèøèòå ñóììàðíóþ äëèíó íàéäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, îêðóãëèâ å¼ ïðè
íåîáõîäèìîñòè äî ñîòûõ.

Îòâåò. 1,48 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 2− π
6
).

2.4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ íàèìåíüøåå èç ÷èñåë 8−x2 è ctg x íå ìåíüøå, ÷åì
−1. Â îòâåò çàïèøèòå ñóììàðíóþ äëèíó íàéäåííûõ ïðîìåæóòêîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, îêðóãëèâ
å¼ ïðè íåîáõîäèìîñòè äî ñîòûõ.

Îòâåò. 4,57 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 3 + π
2
).

3.1. Ôèëàòåëèñò Àíäðåé ðåøèë ðàçëîæèòü âñå ñâîè ìàðêè ïîðîâíó â 2 êîíâåðòà, íî îêàçà-
ëîñü, ÷òî îäíà ìàðêà ëèøíÿÿ. Êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 3 êîíâåðòà, ëèøíåé ñíîâà îêà-
çàëàñü îäíà ìàðêà; êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 5 êîíâåðòîâ, ëèøíèìè îêàçàëèñü 3 ìàðêè;
íàêîíåö, êîãäà îí ïîïûòàëñÿ èõ ðàçëîæèòü ïîðîâíó â 9 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 7 ìàðîê. Ñêîëüêî
âñåãî ìàðîê ó Àíäðåÿ, åñëè íåäàâíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçìåñòèòü èõ âñå ó ñåáÿ, åìó ïðèøëîñü
êóïèòü âòîðîé àëüáîì íà 150 ìàðîê, òàê êàê îäíîãî òàêîãî æå àëüáîìà óæå íå õâàòàëî?

Îòâåò. 223.

Ðåøåíèå. Åñëè èñêîìîå ÷èñëî x, òî èç ïåðâîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x � íå÷åòíîå, à èç
îñòàëüíûõ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî x+ 2 äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3, 5 è 9, ò. å. èìååò âèä 5 · 9 · p. Çíà÷èò,
x = 45(2k−1)−2 = 90k−47. Ïî óñëîâèþ 150 < x 6 300, ïîýòîìó k = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, x = 223.

3.2.Ôèëàòåëèñò Áîðèñ ðåøèë ðàçëîæèòü âñå ñâîè ìàðêè ïîðîâíó â 2 êîíâåðòà, íî îêàçàëîñü,
÷òî îäíà ìàðêà ëèøíÿÿ. Êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 3 êîíâåðòà, ëèøíåé ñíîâà îêàçàëàñü
îäíà ìàðêà; êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 7 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 5 ìàðîê; íàêîíåö, êîãäà
îí ïîïûòàëñÿ èõ ðàçëîæèòü ïîðîâíó â 9 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 7 ìàðîê. Ñêîëüêî âñåãî ìàðîê ó
Áîðèñà, åñëè íåäàâíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçìåñòèòü èõ âñå ó ñåáÿ, åìó ïðèøëîñü êóïèòü òðåòèé
àëüáîì íà 160 ìàðîê, òàê êàê äâóõ òàêèõ æå àëüáîìîâ óæå íå õâàòàëî?

Îòâåò. 439.

3.3. Ôèëàòåëèñò Âàëåðèé ðåøèë ðàçëîæèòü âñå ñâîè ìàðêè ïîðîâíó â 2 êîíâåðòà, íî îêà-
çàëîñü, ÷òî îäíà ìàðêà ëèøíÿÿ. Êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 3 êîíâåðòà, ëèøíåé ñíîâà
îêàçàëàñü îäíà ìàðêà; êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 5 êîíâåðòîâ, ëèøíèìè îêàçàëèñü 3
ìàðêè; íàêîíåö, êîãäà îí ïîïûòàëñÿ èõ ðàçëîæèòü ïîðîâíó â 9 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 7 ìàðîê.
Ñêîëüêî âñåãî ìàðîê ó Âàëåðèÿ, åñëè íåäàâíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçìåñòèòü èõ âñå ó ñåáÿ, åìó
ïðèøëîñü êóïèòü òðåòèé àëüáîì íà 160 ìàðîê, òàê êàê äâóõ òàêèõ æå àëüáîìîâ óæå íå õâàòàëî?

Îòâåò. 403.

3.4. Ôèëàòåëèñò Ãåííàäèé ðåøèë ðàçëîæèòü âñå ñâîè ìàðêè ïîðîâíó â 2 êîíâåðòà, íî îêà-
çàëîñü, ÷òî îäíà ìàðêà ëèøíÿÿ. Êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 3 êîíâåðòà, ëèøíåé ñíîâà
îêàçàëàñü îäíà ìàðêà; êîãäà îí ðàçëîæèë èõ ïîðîâíó â 7 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 5 ìàðîê; íàêîíåö,
êîãäà îí ïîïûòàëñÿ èõ ðàçëîæèòü ïîðîâíó â 9 êîíâåðòîâ, îñòàëîñü 7 ìàðîê. Ñêîëüêî âñåãî ìà-
ðîê ó Ãåííàäèÿ, åñëè íåäàâíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçìåñòèòü èõ âñå ó ñåáÿ, åìó ïðèøëîñü êóïèòü
âòîðîé àëüáîì íà 200 ìàðîê, òàê êàê îäíîãî òàêîãî æå àëüáîìà óæå íå õâàòàëî?

Îòâåò. 313.

4.1. ×åðåç âåðøèíó A ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü
BD, ñòîðîíó CD è ïðÿìóþ BC â òî÷êàõ E, F è G ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå îòíîøåíèå BE : ED,
åñëè FG : FE = 4. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 2,24 (òî÷íîå çíà÷åíèå:
√

5).

Ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ EH, ïàðàëëåëüíóþ AB (òî÷êà H ëåæèò íà ñòîðîíå BC), è
îáîçíà÷èì BH = a, HC = b, BE = x, ED = y (ñì. ðèñ. 1). Ïî òåîðåìå Ôàëåñà èñêîìîå

îòíîøåíèå ðàâíî t =
x

y
=
a

b
. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ BEG è AED ïîëó÷àåì

x

a+ 5b
=

y

a+ b
,

çíà÷èò t =
x

y
=
a+ 5b

a+ b
=
t+ 5

t+ 1
⇔ t2 + t = t+ 5⇔ t2 = 5. Ñëåäîâàòåëüíî, t =

√
5 ≈ 2,24.
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Ðèñ. 1 (ê çàäà÷å 4)

4.2. ×åðåç âåðøèíó A ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü
BD, ñòîðîíó CD è ïðÿìóþ BC â òî÷êàõ E, F è G ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå îòíîøåíèå FG : FE,
åñëè BE : ED =

√
7. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 6.

4.3. ×åðåç âåðøèíó A ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü
BD, ñòîðîíó CD è ïðÿìóþ BC â òî÷êàõ E, F è G ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ED, åñëè FG :
FE = 7, BE = 8. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 2,83 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 2
√

2).

4.4. ×åðåç âåðøèíó A ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü
BD, ñòîðîíó CD è ïðÿìóþ BC â òî÷êàõ E, F è G ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå BE, åñëè FG :
FE = 9, ED = 1. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 3,16 (òî÷íîå çíà÷åíèå:
√

10).

5.1. Íàéäèòå ñóììó öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè öåëîé ÷àñòè ÷èñëà
√

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2017

22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
2018

5.

Îòâåò. 6056 (÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíî 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
2017

5).

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2017

22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
2018

5 =
102017 − 1

9
· 102019 +

102018 − 1

9
· 20 + 5 =

104036 + 102019 + 25

9
=

(
102018 + 5

3

)2

,

÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è åñòü
102018 + 5

3
=

2018︷ ︸︸ ︷
99 . . . 99 +6

3
= 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸

2018

+2 = 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
2017

5, îíî ÿâëÿåòñÿ

öåëûì, à ñóììà åãî öèôð ðàâíà 2017 · 3 + 5 = 6056.

5.2. Íàéäèòå ñóììó öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè öåëîé ÷àñòè ÷èñëà
√

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2018

55 . . . 55︸ ︷︷ ︸
2017

6.

Îòâåò. 6055 (÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíî 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
2017

4).

5.3. Íàéäèòå ñóììó öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè öåëîé ÷àñòè ÷èñëà
√

44 . . . 44︸ ︷︷ ︸
2017

22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
2018

5.

Îòâåò. 12107 (÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíî 66 . . . 66︸ ︷︷ ︸
2017

5).

5.4. Íàéäèòå ñóììó öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè öåëîé ÷àñòè ÷èñëà
√

44 . . . 44︸ ︷︷ ︸
2018

88 . . . 88︸ ︷︷ ︸
2017

9.

Îòâåò. 12109 (÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíî 66 . . . 66︸ ︷︷ ︸
2017

7).

6.1. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x ln 27 log13 e = 27 log13 y. Â îòâåòå óêàæèòå
ñóììó x+ y äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 70.

Îòâåò. 117.



Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ
x ln 27

ln 13
=

27 ln y

ln 13
⇔ x ln 27 = 27 ln y ⇔

ln 27x = ln y27 ⇔ 27x = y27 ⇔ 3x = y9, ïðè ýòîì y > 1, à çíà÷èò, x > 0. Òàê êàê ÷èñëî 3 ïðîñòîå,
òî èëè y = 1 (òîãäà x = 0), èëè y äåëèòñÿ íà 3 è íå èìååò äðóãèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Çíà÷èò,
y = 3n, ãäå n > 0. Ïîýòîìó x = 9n. Òàê êàê y > 70, òî n > 4, èñêîìîå ðåøåíèå: (x, y) = (36, 81).
Â îòâåò çàïèñûâàåì x+ y = 117.

6.2. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x ln 81 log17 e = 40 log17 y. Â îòâåòå óêàæèòå
ðàçíîñòü x− y äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 50.

Îòâåò. −41.

6.3. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x log11 27 = 27 ln y log11 e. Â îòâåòå óêàæèòå
ðàçíîñòü x− y äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèáîëüøåå, íå ïðåâîñõîäÿùåå 90.

Îòâåò. −45.

6.4. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x log19 81 = 40 ln y log19 e. Â îòâåòå óêàæèòå
ñóììó x+ y äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèáîëüøåå, íå ïðåâîñõîäÿùåå 100.

Îòâåò. 121.

7.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
5x2 + 8xy + 5y2 − 14x− 10y + 30

(4− x2 − 10xy − 25y2)7/2
. Îòâåò ïðè

íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
Îòâåò. 0,16 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 5

32
).

Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå èç óñëîâèÿ çàäà÷è ðàâíî

(2x+ y)2 + (x+ 2y)2 − 14x− 10y + 30

(4− (x+ 5y)2)7/2
=

(2x+ y − 3)2 + (x+ 2y − 1)2 + 20

(4− (x+ 5y)2)7/2
.

×èñëèòåëü ýòîé äðîáè íå ìåíüøå 20, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè 2x+y−3 = x+2y−1 = 0,
ò. å. ïðè x = 5

3
, y = −1

3
. Ïðè ýòèõ æå çíà÷åíèÿõ x è y çíàìåíàòåëü äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî

çíà÷åíèÿ 47/2 = 27 = 128. Ñëåäîâàòåëüíî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äðîáè ðàâíî 20
128

= 5
32
≈ 0,16.

7.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
5x2 − 8xy + 5y2 − 10x+ 14y + 55

(9− 25x2 + 10xy − y2)5/2
. Îòâåò ïðè

íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
Îòâåò. 0,19 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 5

27
).

7.3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
13x2 + 24xy + 13y2 − 14x− 16y + 61

(4− 16x2 − 8xy − y2)7/2
. Îòâåò

ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
Îòâåò. 0,44 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 7

16
).

7.4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
13x2 + 24xy + 13y2 + 16x+ 14y + 68

(9− x2 − 8xy − 16y2)5/2
. Îòâåò

ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.
Îòâåò. 0,26 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 7

27
).

Çàìå÷àíèå. Â âàðèàíòàõ 7.1 è 7.3 òî÷íûå çíà÷åíèÿ 0,15625 è 0,4375 ñîîòâåòñòâåííî òàêæå
çàñ÷èòûâàþòñÿ êàê âåðíûå.

8.1. Òî÷êè K, L, M , N ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â ãðàíè SAB, SAC,
SBC è ABC òåòðàýäðà SABC. Èçâåñòíî, ÷òî AB = SC = 5, AC = SB = 7, BC = SA = 8.
Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà KLMN . Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,66 (òî÷íîå çíà÷åíèå:
√
11
5
).

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Ïóñòü BC = SA = a, AC = SB = b, AB = SC = c.
Ãðàíè òåòðàýäðà SABC ÿâëÿþòñÿ ðàâíûìè òðåóãîëüíèêàìè (òàêîé òåòðàýäð íàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîãðàííûì). Ïðîâåä¼ì ÷åðåç êàæäîå åãî ðåáðî ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïðîòèâîïîëîæíîìó
ðåáðó (ñì. ðèñ. 2). Ýòè øåñòü ïëîñêîñòåé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïàðàëëåëåïèïåä, íàçûâàåìûé



ñîïðîâîæäàþùèì äëÿ òåòðàýäðà SABC. Ð¼áðà òåòðàýäðà ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëÿìè ãðàíåé ïàðàë-
ëåëåïèïåäà, à ð¼áðà ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíû îòðåçêàì, ñîåäèíÿþùèì öåíòðû ïðîòèâîïîëîæíûõ
ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà (ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð òåòðàýäðà). Ïîñêîëüêó ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ð¼áðà òåòðàýäð ðàâíû, äèàãîíàëè ïàðàëëåëüíûõ ãðàíåé ñîïðîâîæäàþùåãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà òàêæå ðàâíû, ïîýòîìó åãî ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè, à ñàì ïàðàëëåëåïèïåä �
ïðÿìîóãîëüíûé. Îáîçíà÷èâ äëèíû ðåáåð ïàðàëëåëåïèïåäà ÷åðåç x, y, z, ïîëó÷àåì x2 + y2 = a2,
y2 + z2 = b2, z2 +x2 = c2. Ñêëàäûâàÿ òðè ýòèõ ðàâåíñòâà, íàõîäèì x2 + y2 + z2 = a2+b2+c2

2
, îòêóäà

x2 = a2+c2−b2
2

, y2 = b2+c2−a2
2

, z2 = a2+b2−c2
2

. Çíà÷èò, îáú¼ì ñîïðîâîæäàþùåãî ïàðàëëåëåïèïåäà

ðàâåí V = xyz =
√
2
4

√
(a2 + c2 − b2)(b2 + c2 − a2)(a2 + b2 − c2), à îáú¼ì èñõîäíîãî ðàâíîãðàííîãî

òåòðàýäðà ðàâåí VSABC = 1
3
V =

√
2

12

√
(a2 + c2 − b2)(b2 + c2 − a2)(a2 + b2 − c2).
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Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî òåòðàýäð KLMN òàêæå ðàâíîãðàííûé. Âûðàçèì äëèíû
ð¼áåð ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîïðîâîæäàþùåãî òåòðàýäð KLMN , ÷åðåç äëèíû x, y, z ð¼áåð ïàðàë-
ëåëåïèïåäà, ñîïðîâîæäàþùåãî òåòðàýäð SABC. Îáîçíà÷èì (ñì. ðèñ. 1) ÷åðåç Q è R ñåðåäèíû
ð¼áåð SC è AB, à ÷åðåç F è G � îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ ãðàíåé SAB è CAB, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè Q è R. Òàê êàê l ïåðïåíäèêóëÿðíà ãðàíÿì ñîïðî-
âîæäàþùåãî ïàðàëëåëåïèïåäà (ñì. ðèñ. 2), òî l ⊥ SC è l ⊥ AB. Ïîâåðí¼ì òåòðàýäð SABC íà
180◦ âîêðóã ïðÿìîé l. Ïðè ýòîì òåòðàýäðû SABC, KLMN (è ïàðàëëåëåïèïåä, ñîïðîâîæäàþ-
ùèé SABC) ïåðåéäóò ñàìè â ñåáÿ. Òàê êàê âåðøèíû M è L ïåðåéäóò äðóã â äðóãà, òî îòðåçîê
ML ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé l è ïåðåñåêàåò å¼ â ñâîåé ñåðåäèíå � òî÷êå D. Àíàëîãè÷íî ïîëó-
÷àåì KN ⊥ l, E = KN ∩ l, KE = EN . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ð¼áðà SC è AB èñïîëüçóþòñÿ â
ðàññóæäåíèÿõ ðàâíîçíà÷íî, ïîýòîìó QD = RE.

Ïóñòü Π � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êóQ è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ðåáðó SC. Ðàññìîòðèì
îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ òåòðàýäðà SABC íà ïëîñêîñòü Π (ñì. ðèñ. 3). Òî÷êè A′, B′, F ′, G′, K ′,
N ′ � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê A, B, F , G,K, N íà ïëîñêîñòü Π, òî÷êà Q � îðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ òî÷åê S è C, îòðåçîê QR ëåæèò â ïëîñêîñòè Π, è òàê êàê R � ñåðåäèíà AB, òî R �
ñåðåäèíà A′B′, è àíàëîãè÷íî E � ñåðåäèíà K ′N ′, à R � ñåðåäèíà F ′G′.

Òî÷êà K, ÿâëÿÿñü öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê SAB, äåëèò áèññåêòðè-
ñó SF â îòíîøåíèè FK

FS
= c

a+b+c
. Òàê êàê ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè îòíîøåíèå äëèí

îòðåçêîâ ñîõðàíÿåòñÿ, òî FK
FS

= F ′K′

F ′S′ , à òàê êàê KN ⊥ QR è AB ⊥ QR, òî K ′N ′ ⊥ QR è

A′B′ ⊥ QR. Çíà÷èò, K ′N ′ ‖ A′B′ è RE
RQ

= F ′K′

F ′S′ = FK
FS

= c
a+b+c

. Çíà÷èò, ðåáðî DE ïàðàëëåëå-
ïèïåäà, ñîïðîâîæäàþùåãî òåòðàýäð KLMN , ðàâíî DE = RQ − RE − DQ = RQ − 2RE =
z
(
1 − 2c

a+b+c

)
= z a+b−c

a+b+c
. Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ïàðû ð¼áåð SA,BC è SB,AC, ïîëó÷àåì,

÷òî äðóãèå ð¼áðà ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîïðîâîæäàþùåãî òåòðàýäð KLMN , ðàâíû ñîîòâåòñòâåí-
íî y b+c−a

a+b+c
, xa+c−b

a+b+c
. Çíà÷èò, îáú¼ì òåòðàýäðà KLMN ðàâåí VKLMN = (b+c−a)(a+c−b)(a+b−c)

(a+b+c)3
VSABC =

√
2

12
· (b+c−a)(a+c−b)(a+b−c)

(a+b+c)3

√
(a2 + c2 − b2)(b2 + c2 − a2)(a2 + b2 − c2). Ïðè a = 8, b = 7, c = 5 ïîëó÷àåì

VKLMN =
√
11
5
≈ 0,66.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü è äðóãèìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ÷òîáû íàéòè äëèíû
ð¼áåð òåòðàýäðà KLMN , ìîæíî ïîñòóïèòü òàê: íàéòè äëèíû áèññåêòðèñ SA1 è SC1 òðåóãîëü-
íèêîâ BSC è ASB ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå äëèíû îòðåçêîâ BA1, BC1. Äàëåå íàéòè óãîë B



â òðåóãîëüíèêå ABC, à çàòåì îòðåçîê A1C1 èç òðåóãîëëüíèêà BA1C1. Â òðåóãîëüíèêå SA1C1

ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ íàéòè óãîë S è, çíàÿ, â êàêîì îòíîøåíèè òî÷êè K è L äåëÿò áèññåê-
òðèñû SA1 è SC1, íàéòè îòðåçêè SK è SL. Íàêîíåö, èç òðåóãîëüíèêà SKL íàéòè äëèíó KL.
Îñòàëüíû¼ ð¼áðà òåòðàýäðà KLMN íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

8.2. Òî÷êè A, B, C, D ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â ãðàíè PQS, PRS,
QRS è PQR òåòðàýäðà PQRS. Èçâåñòíî, ÷òî PQ = RS = 7, PR = QS = 8, PS = QR = 9.
Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà ABCD. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 1,84 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 5
√
11
9
).

8.3. Â òåòðàýäðå KLMN èçâåñòíî, ÷òî KL = MN = 4, KM = LN = 5, KN = ML = 6.
Òî÷êè P , Q, R, S ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè KLM , KLN ,
KMN è LMN . Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà PQRS. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,29 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 7
√
6

60
).

8.4. Â òåòðàýäðå EFGH èçâåñòíî, ÷òî EF = GH = 7, EG = FH = 10, EH = FG = 11.
Òî÷êè K, L, M , N ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè EFG, EFH,
EGH è FGH. Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðàKLMN . Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 2,09 (òî÷íîå çíà÷åíèå:
√
215
7
).

8.5. Â òåòðàýäðå KLMN èçâåñòíû äëèíû ðåáåð KL = MN = 9, KM = LN = 15, KN =
LM = 16. Òî÷êè P , Q, R, S ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêèKLM ,
KLN , KMN è LMN . Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà PQRS. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå
äî ñîòûõ.

Îòâåò. 4,85 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 11
√
7

6
).



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 10�11 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ 870 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íà 12.
Îòâåò. 412855.

2. Êàêóþ ÷àñòü ïëîùàäè êâàäðàòà çàíèìàåò âïèñàííûé â íåãî êðóã? Îòâåò äàéòå â ïðîöåí-
òàõ, îêðóãëèâ åãî äî öåëûõ.

Îòâåò. 79.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå 12-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 36 è ñîäåðæàùåå â
ñâîåé çàïèñè êàæäóþ èç 10 öèôð íå ìåíåå îäíîãî ðàçà.

Îòâåò. 100023457896.

Ðåøåíèå. ×èñëî äîëæíî äåëèòüñÿ íà 4 è íà 9. Òàê êàê ñóììà 10-òè ðàçíûõ öèôð ðàâíà 45,
òî äâå îñòàâøèåñÿ öèôðû â ñóììå äîëæíû äàòü 0, 9 èëè 18. Íàì òðåáóåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî,
ïîýòîìó ê öèôðàì 0, 1, . . . , 9 äîáàâèì äâå öèôðû 0 è â íà÷àëå èñêîìîãî ÷èñëà ïîñòàâèì öèôðû
10002345 (ýòî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ¾íà÷àëî¿ ÷èñëà). Îñòàâøèåñÿ öèôðû 6, 7, 8, 9 äîëæíû
îáåñïå÷èòü äåëèìîñòü íà 4. Ïîýòîìó â äâóõ ïîñëåäíèõ ðàçðÿäàõ ìîãóò ñòîÿòü èëè 76, èëè 96,
èëè 68. Ìèíèìàëüíûé âàðèàíò: 7896.

1.2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå 12-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 36 è ñîäåðæàùåå â
ñâîåé çàïèñè êàæäóþ èç 10 öèôð íå ìåíåå îäíîãî ðàçà.

Îòâåò. 999876543120.

1.3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå 13-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 36 è ñîäåðæàùåå â
ñâîåé çàïèñè êàæäóþ èç 10 öèôð íå ìåíåå îäíîãî ðàçà.

Îòâåò. 1000023457896.

1.4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå 13-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 36 è ñîäåðæàùåå â
ñâîåé çàïèñè êàæäóþ èç 10 öèôð íå ìåíåå îäíîãî ðàçà.

Îòâåò. 9999876543120.

2.1. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 15

17
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 3
√
34.

Îòâåò. 68.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì äàííûé â óñëîâèè çàäà÷è ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà ÷åðåç α.
Ýòîò óãîë âñåãäà òóïîé, ïîýòîìó cosα = − 8

17
.

Ïðîåêöèÿ áîêîâîé ãðàíè íà äèàãîíàëüíîå ñå÷åíèå åñòü òðåóãîëüíèê, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà
ïîëîâèíå ïëîùàäè ýòîãî ñå÷åíèÿ. Òàê êàê äâóãðàííûé óãîë ìåæäó áîêîâîé ãðàíüþ è äèàãîíàëü-

íûì ñå÷åíèåì ðàâåí α
2
, òî Sãðàíè · cos α2 = 1

2
Sñå÷. Ïîýòîìó Sáîê = 4 · Sñå÷

2 cos α
2

=
2
√
2Sñå÷√

1 + cosα
= 68.

2.2. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 4

√
2

9
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 8.
Îòâåò. 48.

2.3. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 4

√
5

9
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 7.
Îòâåò. 21.



2.4. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 24

25
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 12.
Îòâåò. 40.

2.5. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 12

13
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 7
√
13.

Îòâåò. 91.

2.6. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 4

√
21

25
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 11.
Îòâåò. 55.

3.1. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì a íåðàâåíñòâî
3
√
tg x− 3

√
ctg x

3
√
sinx+ 3

√
cosx

>
a

2
âûïîëíåíî ïðè âñåõ äîïó-

ñòèìûõ x ∈ (3π
2
; 2π)? Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 4,49 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 4 6
√
2).

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3
√
tg x− 3

√
ctg x

3
√
sinx+ 3

√
cosx

=

3
√
sin2 x− 3

√
cos2 x

3
√
sinx cosx( 3

√
sinx+ 3

√
cosx)

=
3
√
sinx− 3

√
cosx

3
√
sinx cosx

=
1

3
√
cosx

+
1

3
√
− sinx

,

åñëè cosx 6= − sinx. Ïðè x ∈ (3π
2
; 2π) îáà ñëàãàåìûõ ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó ïî íåðàâåíñòâó

ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïîëó÷àåì

1
3
√
cosx

+
1

3
√
− sinx

>
2

6
√
− sinx cosx

=
2 6
√
2

6
√
− sin 2x

> 2
6
√
2,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè x = 7π
4
, à ýòà òî÷êà äëÿ äàííîãî â óñëîâèè âûðàæåíèÿ

íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé. Èñõîäíîå âûðàæåíèå ïðè x, áëèçêèõ ê 7π
4
, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, áëèçêèå

ê 2 6
√
2. Çíà÷èò, èñêîìûì çíà÷åíèåì a ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 4 6

√
2 ≈ 4,49.

3.2. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì îòðèöàòåëüíîì a íåðàâåíñòâî
3
√
cosx− 3

√
sinx

3
√
ctg x− 3

√
tg x

> a âûïîëíåíî

ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x ∈ (−3π;−5π
2
)? Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. −0,45 (òî÷íîå çíà÷åíèå: − 1

2 6√2).

3.3. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì a íåðàâåíñòâî
3
√

ctg2 x− 3
√

tg2 x
3
√
sin2 x− 3

√
cos2 x

< a âûïîëíåíî ïðè âñåõ äîïó-

ñòèìûõ x ∈ (−3π
2
;−π)? Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. −2,52 (òî÷íîå çíà÷åíèå: −2 3
√
2).

3.4. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì ïîëîæèòåëüíîì a íåðàâåíñòâî
3
√
sin2 x− 3

√
cos2 x

3
√

tg2 x− 3
√

ctg2 x
<
a

2
âûïîëíå-

íî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x ∈ (3π
2
; 2π)? Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,79 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 1
3√2).

4.1. Â êîìïüþòåðíûé ìàãàçèí çàâåçëè ïàðòèþ ïëàíøåòîâ ÷åòûð¼õ ðàçíûõ áðåíäîâ. Ñðåäè
íèõ ïëàíøåòû Lenovo, Samsung è Huawei ñîñòàâëÿëè ìåíåå òðåòè, ïðè÷¼ì ïëàíøåòîâ Samsung
áûëî íà 6 øòóê áîëüøå, ÷åì Lenovo. Âñå îñòàëüíûå ïëàíøåòû � áðåíäà Apple iPad, ïðè÷¼ì èõ â
òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì Huawei. Åñëè áû ïëàíøåòîâ Lenovo áûëî â òðè ðàçà áîëüøå, à Samsung è
Huawei � ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñåé÷àñ (ïðè òîì æå îáùåì ÷èñëå âñåõ ïëàíøåòîâ), òî ïëàíøåòîâ
Apple iPad áûëî áû 59 øòóê. Ñêîëüêî âñåãî ïëàíøåòîâ çàâåçëè â ìàãàçèí?

Îòâåò. 94.



Ðåøåíèå. Ïóñòü n � èñêîìîå îáùåå ÷èñëî ïëàíøåòîâ, èç íèõ x � áðåíäà Lenovo, y � áðåíäà
Huawei. Òîãäà ïëàíøåòîâ Samsung x + 6, à ïëàíøåòîâ Apple iPad n − 2x − y − 6 = 3y øòóê.
Èç óñëîâèÿ çàäà÷è èìååì òàêæå ðàâåíñòâî 4x+ y + 6 = n− 59. Èç äâóõ ýòèõ ðàâåíñòâ íàõîäèì
x = 3n−254

14
, y = n+53

7
. Ïîñêîëüêó x > 1, ïîëó÷àåì 3n− 254 > 14, îòêóäà n > 268

3
= 891

3
. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò òàêæå íåðàâåíñòâî 2x+y+6 < n
3
, îòêóäà 3n−254

7
+n+53

7
+6 < n

3
,

èëè n < 477
5

= 952
5
. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó n+53 äåëèòñÿ íà 7, ÷èñëî n äà¼ò îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè

íà 7. Ñðåäè öåëûõ ÷èñåë îò 90 äî 95 òàêîå òîëüêî îäíî, à èìåííî n = 94.

4.2. Çà îò÷¼òíûé ïåðèîä â ãîðîäå ñòðîèëè òîëüêî êèðïè÷íûå, ìîíîëèòíûå è ïàíåëüíûå
æèëûå äîìà. Åñëè áû êèðïè÷íûõ äîìîâ ïîñòðîèëè â 4 ðàçà áîëüøå, ïàíåëüíûõ � â 4 ðàçà
ìåíüøå, à ìîíîëèòíûõ íå ñòðîèëè âîâñå, òî âñåãî áûëî áû ïîñòðîåíî íà 57 äîìîâ ìåíüøå. Åñëè
áû ìîíîëèòíûõ äîìîâ ïîñòðîèëè â 4 ðàçà áîëüøå, ïàíåëüíûõ � â 4 ðàçà ìåíüøå, à êèðïè÷íûõ
íå ñòðîèëè âîâñå, òî îáùåå ÷èñëî ïîñòðîåííûõ äîìîâ áûëî áû íà 41 ìåíüøå. Íàêîíåö, åñëè
áû ïàíåëüíûõ äîìîâ ïîñòðîèëè íà ÷åòâåðòü ìåíüøå, òî äàæå òð¼õêðàòíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà
êèðïè÷íûõ è ìîíîëèòíûõ äîìîâ íå ïîçâîëèëî áû äîñòè÷ü òàêîãî æå ðåçóëüòàòà ïî ñóììàðíîìó
êîëè÷åñòâó. Ñêîëüêî âñåãî äîìîâ ïîñòðîèëè â ãîðîäå çà îò÷¼òíûé ïåðèîä?

Îòâåò. 84.

4.3. Â àâòîñàëîí ïîñòóïèëè àâòîìîáèëè ìàðîê Audi, BMW, Volvo è Hyundai, ïðè÷¼ì ñóì-
ìàðíîå ÷èñëî ìàøèí ïåðâûõ òð¼õ ìàðîê ìåíüøå òðåòè ÷èñëà ïîñëåäíåé. Åñëè áû àâòîìîáèëåé
Audi ïîñòóïèëî â 7 ðàç áîëüøå, òî èõ âìåñòå ñ àâòîìîáèëÿìè Volvo áûëî áû íà 58 øòóê ìåíüøå,
÷åì àâòîìîáèëåé Hyundai. Åñëè áû àâòîìîáèëåé Volvo ïîñòóïèëî â 5 ðàç áîëüøå, òî â ñóììå ñ
àâòîìîáèëÿìè Audi è BMW èõ áûëî áû íà 11 áîëüøå, ÷åì Hyundai. Íàêîíåö, åñëè áû àâòîìî-
áèëåé BMW ïîñòóïèëî â 2 ðàçà áîëüøå, òî àâòîìîáèëåé Hyundai áûëî áû íà 52 øòóêè áîëüøå,
÷åì îñòàâøèõñÿ òð¼õ ìàðîê. Ñêîëüêî àâòîìîáèëåé Hyundai ïîñòóïèëî â àâòîñàëîí?

Îòâåò. 90.

4.4. Çà ïåðâîå ïîëóãîäèå â ìàòåìàòè÷åñêîì êëàññå ïðîøëî â òðè ðàçà áîëüøå óðîêîâ ìà-
òåìàòèêè, ÷åì â ãóìàíèòàðíîì, à óðîêîâ õèìèè è áèîëîãèè � ñòîëüêî æå. Ïðè ýòîì â ñóììå
óðîêîâ ïî ýòèì òð¼ì ïðåäìåòàì â ãóìàíèòàðíîì êëàññå áûëî ìåíüøå ïîëîâèíû ñóììàðíîãî
÷èñëà òàêèõ æå óðîêîâ â ìàòåìàòè÷åñêîì. Â õèìè÷åñêîì êëàññå ñòîëüêî æå óðîêîâ ìàòåìàòèêè
è áèîëîãèè, ñêîëüêî â ãóìàíèòàðíîì, íî â äâà ðàçà áîëüøå óðîêîâ õèìèè, è ñóììàðíî ïî ýòèì
òð¼ì ïðåäìåòàì íà 23 óðîêà ìåíüøå, ÷åì â ìàòåìàòè÷åñêîì. Â áèîëîãè÷åñêîì êëàññå ñòîëüêî æå
óðîêîâ ìàòåìàòèêè è õèìèè, ñêîëüêî â ãóìàíèòàðíîì, íî â äâà ðàçà áîëüøå óðîêîâ áèîëîãèè, è
ñóììàðíî ïî ýòèì òð¼ì ïðåäìåòàì íà 32 óðîêà ìåíüøå, ÷åì â ìàòåìàòè÷åñêîì. Ñêîëüêî óðîêîâ
ìàòåìàòèêè, õèìèè è áèîëîãèè ñîñòîÿëîñü â ïåðâîì ïîëóãîäèè â ìàòåìàòè÷åñêîì êëàññå, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ýòî ÷èñëî åñòü òî÷íûé êâàäðàò?

Îòâåò. 64.

5.1. Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Íàéäèòå S(S(S(S(20172017)))).
Îòâåò. 1.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 20172017 < 100002017, çàïèñü ÷èñëà 20172017 ñîäåðæèò íå áîëåå 4 · 2017 =
8068 öèôð, à èõ ñóììà S(20172017) íå ïðåâîñõîäèò 9 · 8068 = 72612. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷àåì S(S(20172017)) 6 6+9·4 = 42, S(S(S(20172017))) 6 3+9 = 12, S(S(S(S(20172017)))) 6 9.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà äà¼ò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 9, ÷òî è ñàìî ÷èñëî.
Ïîñêîëüêó 2016 äåëèòñÿ íà 9, ÷èñëî 20172017 = (2016 + 1)2017 äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 9.
Ñëåäîâàòåëüíî, S(S(S(S(20172017)))) = 1.

5.2. Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Íàéäèòå S(S(S(S(20172018)))).
Îòâåò. 1.

5.3. Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Íàéäèòå S(S(S(S(20182017)))).
Îòâåò. 2.

5.4. Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Íàéäèòå S(S(S(S(20182018)))).
Îòâåò. 4.



6.1. Ïóñòü f(x) = x2 + px + q. Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî |f(x)| > 1
2
íå èìååò ðåøåíèé íà

îòðåçêå [1; 3]. Íàéäèòå f
(
f
(
. . . f︸ ︷︷ ︸

2017

(
3+
√
7

2

))
. . .
)
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,18 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 3−
√
7

2
).

Ðåøåíèå. Óñëîâèå çàäà÷è îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [1; 3] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)| 6
1
2
. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = x+ 2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî |t2 + (p+ 4)t+ (2p+ q + 4)| 6 1

2
,

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t ∈ [−1; 1]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè g(t) = |t2 − (at + b)|, G(a, b) =
max
t∈[−1;1]

|g(t)| è òî÷êè A = (−1, 3
2
), B = (−1, 1

2
), C = (0, 1

2
), D = (0,−1

2
), E = (1, 3

2
), F = (1, 1

2
) íà

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oty (ñì. ðèñ.).

1

1/2

3/2

-1/2

0-1 1 t

y

2

A

B

C

D

E

F

y=t

y=1/2

Åñëè ïðÿìàÿ y = at + b íå ïåðåñåêàåò õîòÿ
áû îäèí èç îòðåçêîâ AB, CD, EF , òî G(a, b) >
max(g(−1), g(0), g(1)) > 1

2
. Åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ,

êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå òðè îòðåçêà � ýòî ïðÿ-
ìàÿ y = 1

2
. Çíà÷èò äëÿ ëþáûõ a è b èìååì

G(a, b) > 1
2
, ïðè÷¼ì G(a, b) = 1

2
òîëüêî ïðè a = 0,

b = 1
2
. Ñëåäîâàòåëüíî, â íàøåì ñëó÷àå p + 4 = 0,

2p + q + 4 = 1
2
, îòêóäà p = −4, q = 7

2
. Çíà÷èò,

f(x) = x2 − 4x+ 7
2
= (x− 2)2 − 1

2
, ïîýòîìó íàõîäèì

f
(

3+
√
7

2

)
= 3−

√
7

2
, f
(
f
(

3+
√
7

2

))
= f

(
3−
√
7

2

)
= 3+

√
7

2
,

. . ., f
(
f
(
. . . f︸ ︷︷ ︸

2017

(
3+
√
7

2

))
. . .
)
= 3−

√
7

2
≈ 0,18.

6.2. Ïóñòü f(x) = x2 + px + q. Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî |f(x)| > 1
2
íå èìååò ðåøåíèé íà

îòðåçêå [2; 4]. Íàéäèòå f
(
f
(
. . . f︸ ︷︷ ︸

2017

(
5−
√
11

2

))
. . .
)
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 4,16 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 5+
√
11

2
).

6.3. Ïóñòü f(x) = x2 + px + q. Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî |f(x)| > 1
2
íå èìååò ðåøåíèé íà

îòðåçêå [3; 5]. Íàéäèòå f
(
f
(
. . . f︸ ︷︷ ︸

2017

(
7+
√
15

2

))
. . .
)
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 1,56 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 7−
√
15

2
).

6.4. Ïóñòü f(x) = x2 + px + q. Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî |f(x)| > 1
2
íå èìååò ðåøåíèé íà

îòðåçêå [4; 6]. Íàéäèòå f
(
f
(
. . . f︸ ︷︷ ︸

2017

(
9−
√
19

2

))
. . .
)
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 6,68 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 9+
√
19

2
).

7.1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM , òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêîëî íåãî
îêðóæíîñòè, òî÷êà Q � öåíòð âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè. Îòðåçêè AM è OQ ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå S, ïðè ýòîì 2 OS

MS
= 3
√
3 QS
AS
. Íàéäèòå ñóììó ñèíóñîâ âåëè÷èí óãëîâ ABC è ACB, åñëè

èçâåñòíî, ÷òî ∠BAC = π
3
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 1,13 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 9/8).

Ðåøåíèå. Òî÷êà Q ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðîâåäåì
áèññåêòðèñó óãëà BAC, òî÷êó åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíî-
ñòüþ îáîçíà÷èì áóêâîé L, ñîåäèíèì òî÷êè C è Q.

Ïîñêîëüêó ∠BAL = ∠CAL = π/6, äóãè BL è CL ðàâíû è èìåþò ìåðû π/3. Çíà÷èò, BL =
CL, òðåóãîëüíèê BLC � ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó åãî ìåäèàíà LM áóäåò è åãî âûñîòîé, òî
åñòü ïðÿìàÿ LM ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ñòîðîíå BC. Ñòàëî áûòü, òî÷êà O
òîæå ëåæèò íà ïðÿìîé LM , ïðè÷åì, â ñèëó òîãî, ÷òî äóãà BLC ìåíüøå π, òî÷êè O è L ëåæàò
â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC.



A

B C

O

M

Q
S

L

Äâàæäû ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ìåíåëàÿ (â òðåóãîëüíèêå
AML ñ ñåêóùåé QS è â òðåóãîëüíèêå LOQ ñ ñåêóùåé
MS), èìååì

MS

AS
· AQ
QL
· LO
OM

= 1;
QS

OS
· OM
LM

· AL
AQ

= 1.

Ïåðåìíîæèâ ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì

MS

AS
· QS
OS
· AL
QL
· LO
LM

= 1. (?)

Èç äàííîãî â óñëîâèè çàäà÷è ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
MS

AS
· QS
OS

=
2

3
√
3
. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëü-

íèê LOC ðàâíîáåäðåííûé (â ñèëó òîãî, ÷òî îòðåçêè OL
è OC ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñàìè îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêî-
ëî òðåóãîëüíèêà ABC). Îäíàêî, ∠LOC = π/3, ïîýòîìó îí ðàâíîñòîðîííèé; CM � åãî âûñîòà,
ïîýòîìó CM è åãî ìåäèàíà, ñòàëî áûòü, LO : LM = 2. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâî (?) ïðèíèìàåò

âèä 4
3
√
3
· AL
QL

= 1, îòêóäà AL
QL

= 3
√
3

4
.

Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó óãëà ACB çà 2γ, òîãäà ∠ABC = 2π/3 − 2γ. Ïî ñâîéñòâàì âïèñàí-
íûõ óãëîâ ∠ALC = ∠ABC = 2π/3 − 2γ, ∠BCL = ∠BAL = π/6 è, êðîìå òîãî, ∠ACL =
∠ACB + ∠BCL = π/6 + 2γ. Ïîñëå ýòîãî íàõîäèì

∠QCL = ∠QCB + ∠BCL =
π

6
+ γ,

∠LQC = π − ∠QCL− ∠ALC =
π

6
+ γ.

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê LQC � ðàâíîáåäðåííûé, QL = CL. Òîãäà, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé ñèíóñîâ
äëÿ òðåóãîëüíèêà ALC, èìååì

AL

QL
=
AL

CL
=

sin∠ACL
sin∠CAL

=
sin(2γ + π/6)

1/2
= 2 sin

(
2γ +

π

6

)
,

îòêóäà íàõîäèì sin(2γ + π/6) = 1
2
· AL
QL

= 3
√
3

8
. Ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠ABC + sin∠ACB = sin 2γ + sin

(
2π

3
− 2γ

)
= 2 sin

π

3
cos
(π
3
− 2γ

)
=
√
3 sin

(
2γ +

π

6

)
=

9

8
.

7.2. Â òðåóãîëüíèêå KLM ïðîâåäåíà ìåäèàíà KP , òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêîëî íåãî
îêðóæíîñòè, òî÷êà Q � öåíòð âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè. Îòðåçêè KP è OQ ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå S, ïðè ýòîì OS

PS
=
√
6 QS
KS

. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå êîñèíóñîâ âåëè÷èí óãëîâ KLM è KML,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ∠LKM = π

3
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. −0,38 (òî÷íîå çíà÷åíèå: −3/8).
7.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM , òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêîëî íåãî

îêðóæíîñòè, òî÷êà Q � öåíòð âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè. Îòðåçêè AM è OQ ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå R, ïðè ýòîì OR

MR
=
√
7 QR
AR

. Íàéäèòå êîñèíóñ ðàçíîñòè âåëè÷èí óãëîâ ABC è ACB, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ∠BAC = π

3
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. −0,13 (òî÷íîå çíà÷åíèå: −1/8).
7.4. Â òðåóãîëüíèêå KLM ïðîâåäåíà ìåäèàíà KP , òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêîëî íåãî

îêðóæíîñòè, òî÷êà Q � öåíòð âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè. Îòðåçêè KP è OQ ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå R, ïðè ýòîì OR

PR
=
√
14 QR

KR
. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ñèíóñîâ âåëè÷èí óãëîâ KLM è KML,

åñëè èçâåñòíî, ÷òî ∠LKM = π
3
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,63 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 5/8).

Çàìå÷àíèå. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ 0,125, −0,375, −0,125 è 0,625 ñîîòâåòñòâåííî òàêæå çàñ÷èòû-
âàþòñÿ êàê âåðíûå.



8.1. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå xx+y = yy−x. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó x + y
äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 1500.

Îòâåò. 2744.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì y = tx, ãäå t ∈ Q ïðè x, y ∈ N. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óðàâíåíèå,
íàéä¼ì

x = t
t−1
2 , y = t

t+1
2 .

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî t ìîæåò áûòü òîëüêî öåëûì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü t åñòü ðàöè-
îíàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò öåëîãî, ò. å. t = p

q
, ãäå ÷èñëà p è q âçàèìíî ïðîñòû, q 6= 1. Òîãäà

y = px
q
, è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

xx+
px
q =

(
px

q

) px
q
−x

⇔ xxq+px =

(
px

q

)px−qx
⇔ xxq = ppx−xq · x−qx · qx(q−p) ⇔ x2qx =

(
p

q

)x(p−q)
.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñëåâà âñåãäà ñòîèò öåëîå ÷èñëî, à ñïðàâà � íåöåëîå. Ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, t ∈ N, ïîýòîìó ÷èñëà x è y áóäóò íàòóðàëüíûìè òîëüêî â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ:
1) ÷èñëî t íå÷¼òíî: t = 2k − 1, òîãäà x = (2k − 1)k−1, y = (2k − 1)k, k ∈ N;
2) ÷èñëî t åñòü ïîëíûé êâàäðàò: t = k2, òîãäà x = kk

2−1, y = kk
2+1, k ∈ N.

Ñâåä¼ì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ â òàáëèöó:

t 1 3 4 5 7 9 . . .

x 1 3 8 25 343 6561 . . .
y 1 9 32 125 2401 59049 . . .

Ðåøåíèå (x, y), â êîòîðîì y � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 1500, åñòü x = 343, y = 2401, ïðè
ýòîì x+ y = 2744.

8.2. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå yx+y = xx−y. Â îòâåòå óêàæèòå ðàçíîñòü x− y
äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì x � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 2000.

Îòâåò. 2058.

8.3. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (xy)x =
(
y
x

)y
. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó x + y

äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 3000.
Îòâåò. 65610.

8.4. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (xy)y =
(
x
y

)x
. Â îòâåòå óêàæèòå ðàçíîñòü x−y

äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì x � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 2500.
Îòâåò. 52488.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 5�6 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Ïîñëå òîãî, êàê Âàñÿ ñúåë ïîëîâèíó ñâîèõ ÿáëîê è åù¼ îäíî, ó íåãî îñòàëàñü òðåòü îò
îáùåãî êîëè÷åñòâà. Ñêîëüêî ÿáëîê èçíà÷àëüíî áûëî ó Âàñè?

Îòâåò. 6.

2. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà 1000000 è ïðè ýòîì îêàí÷èâà-
þòñÿ íå íà 0?

Îòâåò. 13.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå
âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû òóðèñò âñòðåòèë ïÿòåðûõ æèòåëåé îñòðîâà è ñïðîñèë ó íèõ: ¾Ñêîëüêî
ëæåöîâ ñðåäè âàñ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Îäèí¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äâà¿, òðåòèé îòâåòèë: ¾Òðè¿,
÷åòâ¼ðòûé îòâåòèë: ¾×åòûðå¿, ïÿòûé îòâåòèë: ¾Ïÿòü¿. Ñêîëüêî ëæåöîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò. 4.

Ðåøåíèå. Ñðåäè îïðîøåííûõ æèòåëåé îñòðîâà ðûöàðåì ÿâëÿåòñÿ ðîâíî îäèí, òàê êàê âñå
îíè äàëè ðàçíûå, ïðè÷åì âñå âîçìîæíûå îòâåòû. Òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå � ëæåöû.

1.2. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå
âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû òóðèñò âñòðåòèë øåñòåðûõ æèòåëåé îñòðîâà è ñïðîñèë ó íèõ: ¾Ñêîëüêî
ëæåöîâ ñðåäè âàñ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Îäèí¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äâà¿, òðåòèé îòâåòèë: ¾Òðè¿,
÷åòâ¼ðòûé îòâåòèë: ¾×åòûðå¿, ïÿòûé îòâåòèë: ¾Ïÿòü¿, øåñòîé îòâåòèë: ¾Øåñòü¿. Ñêîëüêî ëæå-
öîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò. 5.

1.3. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå
âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû òóðèñò âñòðåòèë ÷åòâåðûõ æèòåëåé îñòðîâà è ñïðîñèë ó íèõ: ¾Ñêîëüêî
ëæåöîâ ñðåäè âàñ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Îäèí¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äâà¿, òðåòèé îòâåòèë: ¾Òðè¿,
÷åòâ¼ðòûé îòâåòèë: ¾×åòûðå¿. Ñêîëüêî ëæåöîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò. 3.

2.1. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå çàêðàøåí êâàäðàò èç íåñêîëüêèõ êëåòîê, ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò
íà ëèíèÿõ ñåòêè. Èçâåñòíî, ÷òî ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëüøèé êâàäðàò ñ òàêèì óñëîâèåì, íóæíî
äîçàêðàñèòü 47 êëåòîê. Íàéäèòå ñòîðîíó èñõîäíîãî êâàäðàòà.

Îòâåò. 23.

Ðåøåíèå. Åñëè ñòîðîíà èñõîäíîãî êâàäðàòà áûëà ðàâíà n, à ñòîðîíà ïîëó÷åííîãî ñòàëà
áîëüøå íà k, òî äëÿ åãî ïîëó÷åíèÿ íàäî äîçàêðàñèòü (n + k)2 − n2 = 2nk + k2 êëåòîê, ò. å.
2nk + k2 = 47. Ñëåäîâàòåëüíî, k íå÷¼òíî, ïðè÷¼ì k2 < 47, ïîýòîìó k 6 5. Åñëè k = 5, òî
10n+ 25 = 47, è n íåöåëîå. Åñëè k = 3, òî k = 3, òî 6n+ 9 = 47, è ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ íåöåëîå n.
Åñëè æå k = 1, òî 2n+ 1 = 47, îòêóäà n = 23.

2.2. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå çàêðàøåí êâàäðàò èç íåñêîëüêèõ êëåòîê, ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò
íà ëèíèÿõ ñåòêè. Èçâåñòíî, ÷òî ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëüøèé êâàäðàò ñ òàêèì óñëîâèåì, íóæíî
äîçàêðàñèòü 37 êëåòîê. Íàéäèòå ñòîðîíó èñõîäíîãî êâàäðàòà.

Îòâåò. 18.

2.3. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå çàêðàøåí êâàäðàò èç íåñêîëüêèõ êëåòîê, ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò
íà ëèíèÿõ ñåòêè. Èçâåñòíî, ÷òî ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëüøèé êâàäðàò ñ òàêèì óñëîâèåì, íóæíî
äîçàêðàñèòü 43 êëåòêè. Íàéäèòå ñòîðîíó èñõîäíîãî êâàäðàòà.

Îòâåò. 21.



2.4. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå çàêðàøåí êâàäðàò èç íåñêîëüêèõ êëåòîê, ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò
íà ëèíèÿõ ñåòêè. Èçâåñòíî, ÷òî ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëüøèé êâàäðàò ñ òàêèì óñëîâèåì, íóæíî
äîçàêðàñèòü 53 êëåòêè. Íàéäèòå ñòîðîíó èñõîäíîãî êâàäðàòà.

Îòâåò. 26.

3.1. Íà òóðíèð ïî áîðüáå ñóìî ïðèåõàëî 20 ñóìî-òîðè (áîðöîâ ñóìî). Ïîñëå âçâåøèâàíèÿ
îáíàðóæèëîñü, ÷òî ñðåäíèé âåñ ñóìî-òîðè ðàâåí 125 êã. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè-
÷åñòâî áîðöîâ, êîòîðûå âåñÿò áîëåå 131 êã, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïî ïðàâèëàì ñóìî â áîðüáå íå
ìîãóò ó÷àñòâîâàòü ëþäè, âåñÿùèå ìåíåå 90 êã?

Îòâåò. 17.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî ñóìî-òîðè, êîòîðûå âåñÿò áîëåå 131 êã. Èõ ñóììàðíûé âåñ áîëüøå,
÷åì 131n êã, à ñóììàðíûé âåñ îñòàâøèõñÿ íå ìåíüøå 90(20 − n). Çíà÷èò, 131n+90(20−n)

20
< 125,

îòêóäà 41n < 35 · 20, ò. å. n < 700
41

= 17 3
41
. Íàèáîëüøåå öåëîå n ñ òàêèì óñëîâèåì ðàâíî 17. Åñëè

17 ñóìî-òîðè âåñÿò ïî 131 3
17
êã, à îñòàëüíûå 3 � ïî 90 êã, òî óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíåíû.

3.2. Íà òóðíèð ïî áîðüáå ñóìî ïðèåõàëî 20 ñóìî-òîðè (áîðöîâ ñóìî). Ïîñëå âçâåøèâàíèÿ
îáíàðóæèëîñü, ÷òî ñðåäíèé âåñ ñóìî-òîðè ðàâåí 121 êã. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè-
÷åñòâî áîðöîâ, êîòîðûå âåñÿò áîëåå 129 êã, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïî ïðàâèëàì ñóìî â áîðüáå íå
ìîãóò ó÷àñòâîâàòü ëþäè, âåñÿùèå ìåíåå 90 êã?

Îòâåò. 15.

3.3. Íà òóðíèð ïî áîðüáå ñóìî ïðèåõàëî 30 ñóìî-òîðè (áîðöîâ ñóìî). Ïîñëå âçâåøèâàíèÿ
îáíàðóæèëîñü, ÷òî ñðåäíèé âåñ ñóìî-òîðè ðàâåí 125 êã. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè-
÷åñòâî áîðöîâ, êîòîðûå âåñÿò áîëåå 131 êã, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïî ïðàâèëàì ñóìî â áîðüáå íå
ìîãóò ó÷àñòâîâàòü ëþäè, âåñÿùèå ìåíåå 90 êã?

Îòâåò. 25.

3.4. Íà òóðíèð ïî áîðüáå ñóìî ïðèåõàëî 30 ñóìî-òîðè (áîðöîâ ñóìî). Ïîñëå âçâåøèâàíèÿ
îáíàðóæèëîñü, ÷òî ñðåäíèé âåñ ñóìî-òîðè ðàâåí 121 êã. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè-
÷åñòâî áîðöîâ, êîòîðûå âåñÿò áîëåå 129 êã, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïî ïðàâèëàì ñóìî â áîðüáå íå
ìîãóò ó÷àñòâîâàòü ëþäè, âåñÿùèå ìåíåå 90 êã?

Îòâåò. 23.

4.1. Êàê-òî ðàç â îäíîé êîìïàíèè ïðîèçîø¼ë òàêîé ðàçãîâîð:
� Ìû äîëæíû íåìåäëåííî ïîçâîíèòü Ìèøå! � âîñêëèêíóë Âàíÿ.
Îäíàêî Ìèøèíîãî òåëåôîííîãî íîìåðà íèêòî íå ïîìíèë.
� ß òî÷íî ïîìíþ, ÷òî ïîñëåäíèå òðè öèôðû òåëåôîííîãî íîìåðà � ïîñëåäîâàòåëüíûå íà-

òóðàëüíûå ÷èñëà, � ñêàçàëà Íàñòÿ.
� À ÿ ïðèïîìèíàþ, ÷òî ïåðâûå ïÿòü öèôð îáðàçîâûâàëè ïàëèíäðîì, � îòìåòèë Àíòîí.
� Ñåìèçíà÷íûå íîìåðà íèêòî òàê íå çàïîìèíàåò, èõ ðàçáèâàþò íà òðè ãðóïïû: ñíà÷àëà òðè

öèôðû, à ïîòîì äâà ðàçà ïî äâå, è ìíå êàæåòñÿ, ÷òî òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè
òàêîì ðàçáèåíèè, äåëèëîñü íà 9 � çàìåòèë Íèêèòà.

� Òî÷íî-òî÷íî, � ïîääåðæàë Ìèòÿ, �à åù¼ â òåëåôîíå áûëî òðè ïîäðÿä ñòîÿùèõ åäèíèöû.
� Òîëüêî îäíî èç äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè Íèêèòèíîì ðàçáèåíèè, áûëî ïðî-

ñòûì, � äîáàâèë Ñàøà.
Ïîìîãèòå ðåáÿòàì âîññòàíîâèòü íîìåð Ìèøèíîãî òåëåôîíà.
Îòâåò. 7111765.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òðè ïîäðÿä åäèíèöû íå ìîãóò ñòîÿòü â íà÷àëå, òàê êàê 111 íå äåëèòñÿ
íà 9. Çíà÷èò, ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ öèôð åñòü îòëè÷íàÿ îò åäèíèöû. Åñëè ýòî âòîðàÿ èëè òðåòüÿ
öèôðû, òî ïîñêîëüêó ïåðâûå ïÿòü îáðàçóþò ïàëèíäðîì, à ïîñëåäíèå òðè � ïîñëåäîâàòåëüíûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, â íîìåðå íå íàéä¼òñÿ òð¼õ åäèíèö ïîäðÿä. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ, òðåòüÿ
è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðû � åäèíèöû, òîãäà ïåðâàÿ è ïÿòàÿ � ñåì¼ðêè. Çíà÷èò, ïåðâîå äâóçíà÷íîå
÷èñëî ïðè íèêèòèíîì ðàçáèåíèè � 17 (ïðîñòîå ÷èñëî). Ïîñëåäíèå òðè öèôðû áóäóò ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, åñëè âòîðîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî ðàâíî 89 èëè 65. Íî ïîñêîëüêó
89 � ïðîñòîå ÷èñëî, îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé âàðèàíò 65. Çíà÷èò, èñêîìûé íîìåð � 7111765.



4.2. Êàê-òî ðàç â îäíîé êîìïàíèè ïðîèçîø¼ë ñëåäóþùèé ðàçãîâîð:
� Íàì íóæíî ïîçâîíèòü Âîâî÷êå! � ñêàçàëà Êàòÿ.
Îäíàêî Âîâî÷êèíîãî òåëåôîííîãî íîìåðà íèêòî íå ïîìíèë.
� ß òî÷íî ïîìíþ, ÷òî ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ïåðâûõ äâóõ öèôð, â 3 ðàçà áîëüøå, ÷åì ÷èñëî

ñîñòàâëåííîå èç ïîñëåäíèõ äâóõ öèôð, � ñêàçàëà Îëÿ.
� À ÿ ïðèïîìèíàþ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà â äâà ðàçà ìåíüøå ïðåäïîñëåäíåé, � îòìåòèë

Ñåð¼æà.
� Òðåòüÿ öèôðà ñ êîíöà è òðåòüÿ öèôðà ñ íà÷àëà òî÷íî îäèíàêîâûå � çàìåòèë Èãîðü.
� Òî÷íî-òî÷íî, � ïîääåðæàë Ìèòÿ, � è ýòà öèôðà òî ëè â äâà ðàçà áîëüøå, òî ëè íà äâà

áîëüøå ïðåäïîñëåäíåé.
� À åù¼ ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç öèôð òåëåôîíà, äåëèòñÿ íà 9, � äîáàâèëà Ëåíà.
Ïîìîãèòå ðåáÿòàì âîññòàíîâèòü íîìåð Âîâî÷êèíîãî òåëåôîíà.
Îòâåò. 6347421.

5.1. Èç îäíîé òî÷êè êðóãîâîé äîðîæêè îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè ñòàðòîâàëè ïå-
øåõîä è âåëîñèïåäèñò. Ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà íà 55% áîëüøå ñêîðîñòè ïåøåõîäà, è ïîýòîìó
âðåìÿ îò âðåìåíè âåëîñèïåäèñò îáãîíÿåò ïåøåõîäà. Â ñêîëüêèõ ðàçíûõ òî÷êàõ äîðîæêè áóäóò
ïðîèñõîäèòü îáãîíû?

Îòâåò. 11.

Ðåøåíèå. Ïðèìåì äëèíó äîðîæêè çà 55 (â íåêîòîðûõ åäèíèöàõ), à ñêîðîñòè ïåøåõîäà è
âåëîñèïåäèñòà çà 100x è 155x. Òîãäà îáãîíû áóäóò ïðîèñõîäèòü ÷åðåç êàæäûå 1/x åäèíèö âðå-
ìåíè. Çà ýòî âðåìÿ ïåøåõîä ïðîõîäèò 100 åäèíèö, ò. å. îêàçûâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè 10 åäèíèö â
îáðàòíóþ ñòîðîíó îò ñòàðòà. Òàê áóäåò ïðîèñõîäèòü íà êàæäîì îáãîíå. Â ìîìåíò 11-ãî îáãî-
íà ïåøåõîä ïðîéäåò 1100 åäèíèö è îêàæåòñÿ â òî÷êå ñòàðòà, ïîñëå ÷åãî òî÷êè îáãîíà íà÷íóò
ïîâòîðÿòüñÿ.

5.2. Èç îäíîé òî÷êè êðóãîâîé äîðîæêè îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè ñòàðòîâàëè ïå-
øåõîä è âåëîñèïåäèñò. Ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà íà 60% áîëüøå ñêîðîñòè ïåøåõîäà, è ïîýòîìó
âðåìÿ îò âðåìåíè âåëîñèïåäèñò îáãîíÿåò ïåøåõîäà. Â ñêîëüêèõ ðàçíûõ òî÷êàõ äîðîæêè áóäóò
ïðîèñõîäèòü îáãîíû?

Îòâåò. 3.

6.1. Áóäåì íàçûâàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî èíòåðåñíûì, åñëè âñå åãî öèôðû, êðîìå ïåðâîé è
ïîñëåäíåé, ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî äâóõ ñîñåäíèõ öèôð. Íàéäèòå íàèáîëüøåå èíòå-
ðåñíîå ÷èñëî.

Îòâåò. 96433469.

Ðåøåíèå. Ïóñòü an � n-ÿ öèôðà èñêîìîãî ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ an < an+1+an−1

2
(êðîìå ïåðâîé

è ïîñëåäíåé öèôðû), ïîýòîìó an − an+1 < an−1 − an, ò. å. ðàçíîñòè bn = an − an+1 óìåíüøàþòñÿ.
Ñðåäè íèõ íå ìîæåò áûòü ÷åòûð¼õ ïîëîæèòåëüíûõ, òàê êàê 1 + 2+ 3+ 4 = 10 > 9. Àíàëîãè÷íî
íå ìîæåò áûòü ÷åòûð¼õ îòðèöàòåëüíûõ. Çíà÷èò, ìàêñèìóì òàêèõ ðàçíîñòåé ìîæåò áûòü 7, à
èñêîìîå ÷èñëî âîñüìèçíà÷íîå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî áûëî íàèáîëüøèì, ïåðâàÿ öèôðà äîëæíà
áûòü ðàâíà 9, à ïåðâûå ðàçíîñòè ìåæäó öèôðàìè êàê ìîæíî ìåíüøå. Åñëè ðàçíîñòè ðàâíû
ïîñëåäîâàòåëüíî 3, 2, 1, 0, −1, −2, −3, òî ïîëó÷èì îòâåò: 96433469.

7.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 2x +2x+1 + . . .+2x+2000 > 22017.
Îòâåò. 17.

Ðåøåíèå. Çíà÷åíèå x = 17, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Åñëè æå x 6 16, òî èìååì

2x + 2x+1 + . . .+ 2x+2000 6 216 + 217 + . . .+ 22015 + 22016 < 22017,

òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî ñâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ê ñëåäóþùèì: 216 + 217 + . . . + 22015 <
22017 − 22016 = 22016, 216 + 217 + . . . + 22014 < 22016 − 22015 = 22015, . . ., 216 + 217 < 219 − 218 = 218,
216 < 218 − 217 = 217, ÷òî âåðíî.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 5�6 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êîíôåò íóæíî, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî ðàçäåëèòü ïîðîâíó è
ìåæäó 6, è ìåæäó 15, è ìåæäó 20 äåòüìè?

Îòâåò. 60.

2. Åñëè ÷èñëî óìåíüøèòü íà 1, òî åãî êâàäðàò óìåíüøèòñÿ íà 111. ×åìó ðàâíî ýòî ÷èñëî?
Îòâåò. 56.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Íà îñòðîâå Ðûöàðåé è Ëæåöîâ ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò.
Îäíàæäû ïóòåøåñòâåííèê îïðîñèë ñåìåðûõ æèòåëåé îñòðîâà.

� ß ðûöàðü, � ñêàçàë ïåðâûé.
� Äà, îí ðûöàðü, � ñêàçàë âòîðîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ äâóõ íå ìåíåå 50% ëæåöîâ, � ñêàçàë òðåòèé.
� Ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ íå ìåíåå 65% ëæåöîâ, � ñêàçàë ÷åòâ¼ðòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ÷åòûð¼õ íå ìåíåå 50% ðûöàðåé, � ñêàçàë ïÿòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ïÿòè íå ìåíåå 40% ëæåöîâ, � ñêàçàë øåñòîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ øåñòè íå ìåíåå 65% ðûöàðåé, � ñêàçàë ñåäüìîé.
Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ðûöàðåé ñðåäè íèõ íà ñàìîì äåëå.
Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé æèòåëü � ðûöàðü. Òîãäà âòîðîé � òîæå, à òðåòèé
è ÷åòâ¼ðòûé � ëæåöû. Åñëè æå íàîáîðîò, ïåðâûé � ëæåö, òî âòîðîé � òîæå, à òðåòèé è
÷åòâ¼ðòûé � ðûöàðè. Â ëþáîì ñëó÷àå ñðåäè ïåðâûõ ÷åòûð¼õ ðîâíî äâà ðûöàðÿ è äâà ëæåöà.
Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèÿ ïÿòîãî, øåñòîãî è ñåäüìîãî æèòåëåé èñòèííû, ò. å. îíè ðûöàðè.

1.2. Íà îñòðîâå Ðûöàðåé è Ëæåöîâ ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò.
Îäíàæäû ïóòåøåñòâåííèê îïðîñèë ñåìåðûõ æèòåëåé îñòðîâà.

� ß ðûöàðü, � ñêàçàë ïåðâûé.
� Äà, îí ðûöàðü, � ñêàçàë âòîðîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ äâóõ íå ìåíåå 50% ëæåöîâ, � ñêàçàë òðåòèé.
� Ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ íå ìåíåå 65% ëæåöîâ, � ñêàçàë ÷åòâ¼ðòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ÷åòûð¼õ íå ìåíåå 50% ðûöàðåé, � ñêàçàë ïÿòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ïÿòè íå ìåíåå 40% ëæåöîâ, � ñêàçàë øåñòîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ øåñòè íå ìåíåå 65% ðûöàðåé, � ñêàçàë ñåäüìîé.
Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ëæåöîâ ñðåäè íèõ íà ñàìîì äåëå.
Îòâåò. 2.

2.1. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêèõ ôèãóðîê, ÷òî èçîáðàæåíà íà ðè-
ñóíêå, íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëîæèòü èç íèõ êâàäðàò ñî ñòîðîíàìè,
ëåæàùèìè íà ëèíèÿõ ñåòêè?

Îòâåò. 12.

Ðåøåíèå. Åñëè ïðèíÿòü çà 1 ñòîðîíó îäíîé êëåòêè, òî ïëîùàäü ôèãóðêè ðàâíà 3. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñòîðîíà êâàäðàòà äîëæíà áûòü êðàòíà 3. Ïåðåáîðîì ïîëó÷àåì, ÷òî êâàäðàò 3 × 3
ïîëó÷èòü íåëüçÿ, à êâàäðàò 6× 6 ìîæíî ñëîæèòü èç øåñòè ïðÿìîóãîëüíèêîâ 2× 3, êàæäûé èç
êîòîðûõ ñîñòàâëåí èç äâóõ ôèãóðîê.

2.2. Êàêîé íàèìåíüøåé ïëîùàäè êâàäðàò ñî ñòîðîíàìè, ëåæàùèìè íà ëèíèÿõ ñåòêè, ìîæíî
ñîñòàâèòü èç òàêèõ ôèãóðîê, ÷òî èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå? (Ðàçìåð îäíîé êëåòêè 1× 1.)

Îòâåò. 36.



3.1. Ó Ïåòè åñòü ÿáëîêè, àïåëüñèíû è ìàíäàðèíû, âñåãî 20 ôðóêòîâ. Ìàíäàðèíîâ â 6 ðàç
ìåíüøå, ÷åì ÿáëîê, à ÿáëîê áîëüøå, ÷åì àïåëüñèíîâ. Ñêîëüêî àïåëüñèíîâ ó Ïåòè?

Îòâåò. 6.

Ðåøåíèå. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷èñëî ìàíäàðèíîâ çà m, òî ÿáëîê � 6m, à àïåëüñèíîâ ìåíüøå,
÷åì 6m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 13m > 20, îòêóäà m > 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáùåå ÷èñëî ÿáëîê è
ìàíäàðèíîâ íå áîëåå 20, ò. å. m 6 2. Ñëåäîâàòåëüíî, m = 2, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ó Ïåòè 2
ìàíäàðèíà è 12 ÿáëîê, à îñòàâøèåñÿ 6 ôðóêòîâ � àïåëüñèíû.

3.2. Ó Ïåòè åñòü ÿáëîêè, àïåëüñèíû è ìàíäàðèíû, âñåãî 16 ôðóêòîâ. Ìàíäàðèíîâ â 5 ðàç
ìåíüøå, ÷åì ÿáëîê, à ÿáëîê áîëüøå, ÷åì àïåëüñèíîâ. Ñêîëüêî ÿáëîê ó Ïåòè?

Îòâåò. 10.

3.3. Ó Ïåòè åñòü ÿáëîêè, àïåëüñèíû è ìàíäàðèíû, âñåãî 20 ôðóêòîâ. Ìàíäàðèíîâ â 6 ðàç
ìåíüøå, ÷åì ÿáëîê, à ÿáëîê áîëüøå, ÷åì àïåëüñèíîâ. Ñêîëüêî ÿáëîê ó Ïåòè?

Îòâåò. 12.

3.4. Ó Ïåòè åñòü ÿáëîêè, àïåëüñèíû è ìàíäàðèíû, âñåãî 16 ôðóêòîâ. Ìàíäàðèíîâ â 5 ðàç
ìåíüøå, ÷åì ÿáëîê, à ÿáëîê áîëüøå, ÷åì àïåëüñèíîâ. Ñêîëüêî àïåëüñèíîâ ó Ïåòè?

Îòâåò. 4.

4.1. Âàñÿ î÷åíü ëþáèò ñîáèðàòü ãðèáû. Îí ïîäñ÷èòàë, ÷òî çà îñåíü îí ñîáðàë êîëè÷åñòâî
ãðèáîâ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ òð¼õçíà÷íûì ÷èñëîì, ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 14. Ïîòîì Âàñÿ
ïîäñ÷èòàë, ÷òî èç ñîáðàííûõ ãðèáîâ 8% áåëûõ, à 14% � ïîäáåðåçîâèêîâ. Ñêîëüêî ãðèáîâ ñîáðàë
Âàñÿ?

Îòâåò. 950.

Ðåøåíèå. ×òîáû 14% îò ÷èñëà ãðèáîâ áûëî öåëûì ÷èñëîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáùåå ÷èñëî
ãðèáîâ áûëî êðàòíî 50. Òîãäà ïîñëåäíèå äâå öèôðû � 00 èëè 50. Íî åñëè òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî
îêàí÷èâàåòñÿ íà äâà íóëÿ, òî ñóììà öèôð íå ìîæåò áûòü áîëüøå 9, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíèå
äâå öèôðû � 50, ò. å. ïåðâàÿ öèôðà ðàâíà 14− 5− 0 = 9.

4.2. Âàñÿ î÷åíü ëþáèò ñîáèðàòü ãðèáû. Îí ïîäñ÷èòàë, ÷òî çà îñåíü îí ñîáðàë êîëè÷åñòâî
ãðèáîâ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ òð¼õçíà÷íûì ÷èñëîì, ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 14. Ïîòîì Âàñÿ
ïîäñ÷èòàë, ÷òî èç ñîáðàííûõ ãðèáîâ 8% ïîäáåðåçîâèêîâ, à 14% � áåëûõ. Ñêîëüêî áåëûõ ãðèáîâ
ñîáðàë Âàñÿ?

Îòâåò. 133.

4.3. Âàñÿ î÷åíü ëþáèò ñîáèðàòü ãðèáû. Îí ïîäñ÷èòàë, ÷òî çà îñåíü îí ñîáðàë êîëè÷åñòâî
ãðèáîâ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ òð¼õçíà÷íûì ÷èñëîì, ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 14. Ïîòîì Âàñÿ
ïîäñ÷èòàë, ÷òî èç ñîáðàííûõ ãðèáîâ 8% ïîäáåðåçîâèêîâ, à 14% � áåëûõ. Ñêîëüêî ïîäáåðåçîâè-
êîâ ñîáðàë Âàñÿ?

Îòâåò. 76.

5.1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùèõ â ñâîåé çàïèñè öèôðó 9, â
êîòîðûõ ñðàçó çà íåé èä¼ò öèôðà 5?

Îòâåò. 279.

Ðåøåíèå. Äëÿ ÷èñåë âèäà 95 ∗ ∗ ïîñëåäíèå äâå öèôðû ìîãóò áûòü ëþáûìè � òàêèõ ÷èñåë
10 · 10 = 100, à äëÿ ÷èñåë âèäà ∗95∗ è ∗ ∗ 95 ïåðâàÿ öèôðà íå ìîæåò áûòü ðàâíà 0, çíà÷èò, èõ
ïî 10 · 9 = 90. Ïðè ýòîì ÷èñëî 9595 áûëî ïîñ÷èòàíî äâàæäû, ïîýòîìó ïîëó÷àåì 279 ÷èñåë.

5.2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùèõ â ñâîåé çàïèñè öèôðó 7, â
êîòîðûõ ñðàçó çà íåé èä¼ò öèôðà 4?

Îòâåò. 279.

5.3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùèõ â ñâîåé çàïèñè öèôðó 3, â
êîòîðûõ ñðàçó çà íåé èä¼ò öèôðà 8?

Îòâåò. 279.



5.4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùèõ â ñâîåé çàïèñè öèôðó 6, â
êîòîðûõ ñðàçó çà íåé èä¼ò öèôðà 1?

Îòâåò. 279.

6.1. Â ðÿä áûëè âûïèñàíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 2017 âêëþ÷èòåëüíî. Ñêîëüêî ðàç
áûëà íàïèñàíà öèôðà 7?

Îòâåò. 602.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷èñëà îò 1 äî 2000. Òîãäà öèôðà 7 ìîæåò ñòîÿòü íà 3 ìåñòå
ñ êîíöà: ÷èñëà âèäà 7 ∗ ∗ èëè 17 ∗ ∗ � òàêèõ ÷èñåë 200. Ìîæåò ñòîÿòü íà 2-ì: ∗7∗ èëè 1 ∗ 7∗ �
òàêèõ ÷èñåë òîæå 200; èëè ïîñëåäíåé: ∗ ∗ 7 èëè 1 ∗ ∗7 � òàêèõ òîæå 200. Êðîìå òîãî, åñòü åù¼
2007 è 2017 � åù¼ äâå öèôðû 7.

7.1. Ñêîëüêî ÷èñåë îò 1 äî 1000 (âêëþ÷èòåëüíî) íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ðàçíîñòè äâóõ
êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë?

Îòâåò. 250.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå íå÷åòíîå ÷èñëî 2n+1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (n+1)2−n2.
Êðîìå òîãî, ÷¼òíîå ÷èñëî, êðàòíîå 4, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 4n = (n+1)2− (n− 1)2. Îñòàþòñÿ
÷èñëà âèäà 4n + 2. Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàò ìîæåò äàâàòü îñòàòêè 0 èëè 1 ïðè äåëåíèè íà 4,
ïîýòîìó ÷èñëà âèäà 4n+2 íåëüçÿ ïîëó÷èòü êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ. Òàêèõ ÷èñåë (âèäà 4n+2)
ðîâíî îäíî â êàæäîé ÷åòâ¼ðêå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî òàêèõ ÷èñåë îò 1
äî 1000 áóäåò 1000/4 = 250.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 7�8 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Ïîñëå òîãî, êàê Âàñÿ ñúåë ïîëîâèíó ñâîèõ ÿáëîê è åù¼ îäíî, ó íåãî îñòàëàñü òðåòü îò
îáùåãî êîëè÷åñòâà. Ñêîëüêî ÿáëîê èçíà÷àëüíî áûëî ó Âàñè?

Îòâåò. 6.

2. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà 1000000 è ïðè ýòîì îêàí÷èâà-
þòñÿ íå íà 0?

Îòâåò. 13.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå
âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû òóðèñò âñòðåòèë ïÿòåðûõ æèòåëåé îñòðîâà è ñïðîñèë ó íèõ: ¾Ñêîëüêî
ëæåöîâ ñðåäè âàñ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Îäèí¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äâà¿, òðåòèé îòâåòèë: ¾Òðè¿,
÷åòâ¼ðòûé îòâåòèë: ¾×åòûðå¿, ïÿòûé îòâåòèë: ¾Ïÿòü¿. Ñêîëüêî ëæåöîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò. 4.

Ðåøåíèå. Ñðåäè îïðîøåííûõ æèòåëåé îñòðîâà ðûöàðåì ÿâëÿåòñÿ ðîâíî îäèí, òàê êàê âñå
îíè äàëè ðàçíûå, ïðè÷åì âñå âîçìîæíûå îòâåòû. Òîãäà îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå � ëæåöû.

1.2. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå
âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû òóðèñò âñòðåòèë øåñòåðûõ æèòåëåé îñòðîâà è ñïðîñèë ó íèõ: ¾Ñêîëüêî
ëæåöîâ ñðåäè âàñ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Îäèí¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äâà¿, òðåòèé îòâåòèë: ¾Òðè¿,
÷åòâ¼ðòûé îòâåòèë: ¾×åòûðå¿, ïÿòûé îòâåòèë: ¾Ïÿòü¿, øåñòîé îòâåòèë: ¾Øåñòü¿. Ñêîëüêî ëæå-
öîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò. 5.

1.3. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå
âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû òóðèñò âñòðåòèë ÷åòâåðûõ æèòåëåé îñòðîâà è ñïðîñèë ó íèõ: ¾Ñêîëüêî
ëæåöîâ ñðåäè âàñ?¿ Ïåðâûé îòâåòèë: ¾Îäèí¿, âòîðîé îòâåòèë: ¾Äâà¿, òðåòèé îòâåòèë: ¾Òðè¿,
÷åòâ¼ðòûé îòâåòèë: ¾×åòûðå¿. Ñêîëüêî ëæåöîâ áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò. 3.

2.1. Êàê-òî ðàç â îäíîé êîìïàíèè ïðîèçîø¼ë òàêîé ðàçãîâîð:
� Ìû äîëæíû íåìåäëåííî ïîçâîíèòü Ìèøå! � âîñêëèêíóë Âàíÿ.
Îäíàêî Ìèøèíîãî òåëåôîííîãî íîìåðà íèêòî íå ïîìíèë.
� ß òî÷íî ïîìíþ, ÷òî ïîñëåäíèå òðè öèôðû òåëåôîííîãî íîìåðà � ïîñëåäîâàòåëüíûå íà-

òóðàëüíûå ÷èñëà, � ñêàçàëà Íàñòÿ.
� À ÿ ïðèïîìèíàþ, ÷òî ïåðâûå ïÿòü öèôð îáðàçîâûâàëè ïàëèíäðîì, � îòìåòèë Àíòîí.
� Ñåìèçíà÷íûå íîìåðà íèêòî òàê íå çàïîìèíàåò, èõ ðàçáèâàþò íà òðè ãðóïïû: ñíà÷àëà òðè

öèôðû, à ïîòîì äâà ðàçà ïî äâå, è ìíå êàæåòñÿ, ÷òî òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè
òàêîì ðàçáèåíèè, äåëèëîñü íà 9 � çàìåòèë Íèêèòà.

� Òî÷íî-òî÷íî, � ïîääåðæàë Ìèòÿ, �à åù¼ â òåëåôîíå áûëî òðè ïîäðÿä ñòîÿùèõ åäèíèöû.
� Òîëüêî îäíî èç äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè Íèêèòèíîì ðàçáèåíèè, áûëî ïðî-

ñòûì, � äîáàâèë Ñàøà.
Ïîìîãèòå ðåáÿòàì âîññòàíîâèòü íîìåð Ìèøèíîãî òåëåôîíà.
Îòâåò. 7111765.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òðè ïîäðÿä åäèíèöû íå ìîãóò ñòîÿòü â íà÷àëå, òàê êàê 111 íå äåëèòñÿ
íà 9. Çíà÷èò, ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ öèôð åñòü îòëè÷íàÿ îò åäèíèöû. Åñëè ýòî âòîðàÿ èëè òðåòüÿ
öèôðû, òî ïîñêîëüêó ïåðâûå ïÿòü îáðàçóþò ïàëèíäðîì, à ïîñëåäíèå òðè � ïîñëåäîâàòåëüíûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, â íîìåðå íå íàéä¼òñÿ òð¼õ åäèíèö ïîäðÿä. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ, òðåòüÿ



è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðû � åäèíèöû, òîãäà ïåðâàÿ è ïÿòàÿ � ñåì¼ðêè. Çíà÷èò, ïåðâîå äâóçíà÷íîå
÷èñëî ïðè íèêèòèíîì ðàçáèåíèè � 17 (ïðîñòîå ÷èñëî). Ïîñëåäíèå òðè öèôðû áóäóò ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, åñëè âòîðîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî ðàâíî 89 èëè 65. Íî ïîñêîëüêó
89 � ïðîñòîå ÷èñëî, îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé âàðèàíò 65. Çíà÷èò, èñêîìûé íîìåð � 7111765.

2.2. Êàê-òî ðàç â îäíîé êîìïàíèè ïðîèçîø¼ë ñëåäóþùèé ðàçãîâîð:
� Íàì íóæíî ïîçâîíèòü Âîâî÷êå! � ñêàçàëà Êàòÿ.
Îäíàêî Âîâî÷êèíîãî òåëåôîííîãî íîìåðà íèêòî íå ïîìíèë.
� ß òî÷íî ïîìíþ, ÷òî ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ïåðâûõ äâóõ öèôð, â 3 ðàçà áîëüøå, ÷åì ÷èñëî

ñîñòàâëåííîå èç ïîñëåäíèõ äâóõ öèôð, � ñêàçàëà Îëÿ.
� À ÿ ïðèïîìèíàþ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà â äâà ðàçà ìåíüøå ïðåäïîñëåäíåé, � îòìåòèë

Ñåð¼æà.
� Òðåòüÿ öèôðà ñ êîíöà è òðåòüÿ öèôðà ñ íà÷àëà òî÷íî îäèíàêîâûå � çàìåòèë Èãîðü.
� Òî÷íî-òî÷íî, � ïîääåðæàë Ìèòÿ, �è ýòà öèôðà òî ëè â äâà ðàçà áîëüøå, òî ëè íà äâà

áîëüøå ïðåäïîñëåäíåé.
� À åù¼ ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç öèôð òåëåôîíà, äåëèòñÿ íà 9, � äîáàâèëà Ëåíà.
Ïîìîãèòå ðåáÿòàì âîññòàíîâèòü íîìåð Âîâî÷êèíîãî òåëåôîíà.
Îòâåò. 6347421.

3.1. Èç îäíîé òî÷êè êðóãîâîé äîðîæêè îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè ñòàðòîâàëè ïå-
øåõîä è âåëîñèïåäèñò. Ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà íà 55% áîëüøå ñêîðîñòè ïåøåõîäà, è ïîýòîìó
âðåìÿ îò âðåìåíè âåëîñèïåäèñò îáãîíÿåò ïåøåõîäà. Â ñêîëüêèõ ðàçíûõ òî÷êàõ äîðîæêè áóäóò
ïðîèñõîäèòü îáãîíû?

Îòâåò. 11.

Ðåøåíèå. Ïðèìåì äëèíó äîðîæêè çà 55 (â íåêîòîðûõ åäèíèöàõ), à ñêîðîñòè ïåøåõîäà è
âåëîñèïåäèñòà çà 100x è 155x. Òîãäà îáãîíû áóäóò ïðîèñõîäèòü ÷åðåç êàæäûå 1/x åäèíèö âðå-
ìåíè. Çà ýòî âðåìÿ ïåøåõîä ïðîõîäèò 100 åäèíèö, ò. å. îêàçûâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè 10 åäèíèö â
îáðàòíóþ ñòîðîíó îò ñòàðòà. Òàê áóäåò ïðîèñõîäèòü íà êàæäîì îáãîíå. Â ìîìåíò 11-ãî îáãî-
íà ïåøåõîä ïðîéäåò 1100 åäèíèö è îêàæåòñÿ â òî÷êå ñòàðòà, ïîñëå ÷åãî òî÷êè îáãîíà íà÷íóò
ïîâòîðÿòüñÿ.

3.2. Èç îäíîé òî÷êè êðóãîâîé äîðîæêè îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè ñòàðòîâàëè ïå-
øåõîä è âåëîñèïåäèñò. Ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà íà 60% áîëüøå ñêîðîñòè ïåøåõîäà, è ïîýòîìó
âðåìÿ îò âðåìåíè âåëîñèïåäèñò îáãîíÿåò ïåøåõîäà. Â ñêîëüêèõ ðàçíûõ òî÷êàõ äîðîæêè áóäóò
ïðîèñõîäèòü îáãîíû?

Îòâåò. 3.

4.1. Áóäåì íàçûâàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî èíòåðåñíûì, åñëè âñå åãî öèôðû, êðîìå ïåðâîé è
ïîñëåäíåé, ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî äâóõ ñîñåäíèõ öèôð. Íàéäèòå íàèáîëüøåå èíòå-
ðåñíîå ÷èñëî.

Îòâåò. 96433469.

Ðåøåíèå. Ïóñòü an � n-ÿ öèôðà èñêîìîãî ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ an < an+1+an−1

2
(êðîìå ïåðâîé

è ïîñëåäíåé öèôðû), ïîýòîìó an − an+1 < an−1 − an, ò. å. ðàçíîñòè bn = an − an+1 óìåíüøàþòñÿ.
Ñðåäè íèõ íå ìîæåò áûòü ÷åòûð¼õ ïîëîæèòåëüíûõ, òàê êàê 1 + 2+ 3+ 4 = 10 > 9. Àíàëîãè÷íî
íå ìîæåò áûòü ÷åòûð¼õ îòðèöàòåëüíûõ. Çíà÷èò, ìàêñèìóì òàêèõ ðàçíîñòåé ìîæåò áûòü 7, à
èñêîìîå ÷èñëî âîñüìèçíà÷íîå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî áûëî íàèáîëüøèì, ïåðâàÿ öèôðà äîëæíà
áûòü ðàâíà 9, à ïåðâûå ðàçíîñòè ìåæäó öèôðàìè êàê ìîæíî ìåíüøå. Åñëè ðàçíîñòè ðàâíû
ïîñëåäîâàòåëüíî 3, 2, 1, 0, −1, −2, −3, òî ïîëó÷èì îòâåò: 96433469.

5.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 2x +2x+1 + . . .+2x+2000 > 22017.
Îòâåò. 17.

Ðåøåíèå. Çíà÷åíèå x = 17, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Åñëè æå x 6 16, òî èìååì

2x + 2x+1 + . . .+ 2x+2000 6 216 + 217 + . . .+ 22015 + 22016 < 22017,



òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî ñâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ê ñëåäóþùèì: 216 + 217 + . . . + 22015 <
22017 − 22016 = 22016, 216 + 217 + . . . + 22014 < 22016 − 22015 = 22015, . . ., 216 + 217 < 219 − 218 = 218,
216 < 218 − 217 = 217, ÷òî âåðíî.

6.1. Ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ ñ öåëûìè ñòîðîíàìè èìåþò ïåðèìåòð, ðàâíûé 27? (Òðåóãîëü-
íèêè, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ñòîðîí � íàïðèìåð, 7, 10, 10 è 10, 10, 7 � ñ÷èòàþòñÿ çà
îäèí òðåóãîëüíèê.)

Îòâåò. 19.

Ðåøåíèå. Óïîðÿäî÷èì ñòîðîíû ïî âîçðàñòàíèþ: a 6 b 6 c. Òîãäà ìåíüøàÿ ñòîðîíà a íå
ïðåâîñõîäèò 9. Åñëè a = 1 èëè a = 2, òî òàêîé òðåóãîëüíèê îäèí. Åñëè a = 3 èëè a = 4, òî
òàêèõ ïî äâà. Åñëè a = 5 èëè a = 6, òî òàêèõ ïî òðè. Åñëè a = 7, òî òàêèõ ÷åòûðå. Åñëè a = 8,
òî òàêèõ äâà. Åñëè a = 9, òî òàêîé òðåóãîëüíèê îäèí. Èòîãî ïîëó÷àåì 19 òðåóãîëüíèêîâ.

7.1. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå n!
2
= k!+l!, ãäå n! = 1·2·. . . n. Â îòâåòå óêàæèòå

0, åñëè ðåøåíèé íåò, n, åñëè ðåøåíèå îäíî, ñóììó çíà÷åíèé n äëÿ âñåõ ðåøåíèé, åñëè ðåøåíèé
íåñêîëüêî. Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ òðîéêà (n, k, l); åñëè ðåøåíèÿ îòëè÷àþòñÿ õîòÿ
áû â îäíîé êîìïîíåíòå, îíè ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè.

Îòâåò. 10 (âñå òðîéêè ðåøåíèé (n, k, l): (3, 1, 2), (3, 2, 1), (4, 3, 3)).

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî k < n è l < n. Åñëè n > 4, òî n! > 4 · (n− 1)! > 2 · (k! + l!), ïîýòîìó
òàêèõ ðåøåíèé íåò. Åñëè n = 2, òî ïîëó÷àåì 1 = k!+ l! � íåò ðåøåíèé; åñëè n = 3, òî óðàâíåíèå
3 = k! + l! èìååò äâà ðåøåíèÿ: k = 1, l = 2 è k = 2, l = 1; åñëè n = 4, òî óðàâíåíèå 12 = k! + l!
äà¼ò åù¼ îäíî ðåøåíèå k = l = 3.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 7�8 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êîíôåò íóæíî, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî ðàçäåëèòü ïîðîâíó è
ìåæäó 6, è ìåæäó 15, è ìåæäó 20 äåòüìè?

Îòâåò. 60.

2. Åñëè ÷èñëî óìåíüøèòü íà 1, òî åãî êâàäðàò óìåíüøèòñÿ íà 111. ×åìó ðàâíî ýòî ÷èñëî?
Îòâåò. 56.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Íà îñòðîâå Ðûöàðåé è Ëæåöîâ ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò.
Îäíàæäû ïóòåøåñòâåííèê îïðîñèë ñåìåðûõ æèòåëåé îñòðîâà.

� ß ðûöàðü, � ñêàçàë ïåðâûé.
� Äà, îí ðûöàðü, � ñêàçàë âòîðîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ äâóõ íå ìåíåå 50% ëæåöîâ, � ñêàçàë òðåòèé.
� Ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ íå ìåíåå 65% ëæåöîâ, � ñêàçàë ÷åòâ¼ðòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ÷åòûð¼õ íå ìåíåå 50% ðûöàðåé, � ñêàçàë ïÿòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ïÿòè íå ìåíåå 40% ëæåöîâ, � ñêàçàë øåñòîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ øåñòè íå ìåíåå 65% ðûöàðåé, � ñêàçàë ñåäüìîé.
Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ðûöàðåé ñðåäè íèõ íà ñàìîì äåëå.
Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé æèòåëü � ðûöàðü. Òîãäà âòîðîé � òîæå, à òðåòèé
è ÷åòâ¼ðòûé � ëæåöû. Åñëè æå íàîáîðîò, ïåðâûé � ëæåö, òî âòîðîé � òîæå, à òðåòèé è
÷åòâ¼ðòûé � ðûöàðè. Â ëþáîì ñëó÷àå ñðåäè ïåðâûõ ÷åòûð¼õ ðîâíî äâà ðûöàðÿ è äâà ëæåöà.
Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèÿ ïÿòîãî, øåñòîãî è ñåäüìîãî æèòåëåé èñòèííû, ò. å. îíè ðûöàðè.

1.2. Íà îñòðîâå Ðûöàðåé è Ëæåöîâ ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò.
Îäíàæäû ïóòåøåñòâåííèê îïðîñèë ñåìåðûõ æèòåëåé îñòðîâà.

� ß ðûöàðü, � ñêàçàë ïåðâûé.
� Äà, îí ðûöàðü, � ñêàçàë âòîðîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ äâóõ íå ìåíåå 50% ëæåöîâ, � ñêàçàë òðåòèé.
� Ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ íå ìåíåå 65% ëæåöîâ, � ñêàçàë ÷åòâ¼ðòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ÷åòûð¼õ íå ìåíåå 50% ðûöàðåé, � ñêàçàë ïÿòûé.
� Ñðåäè ïåðâûõ ïÿòè íå ìåíåå 40% ëæåöîâ, � ñêàçàë øåñòîé.
� Ñðåäè ïåðâûõ øåñòè íå ìåíåå 65% ðûöàðåé, � ñêàçàë ñåäüìîé.
Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ëæåöîâ ñðåäè íèõ íà ñàìîì äåëå.
Îòâåò. 2.

2.1. Âàñÿ î÷åíü ëþáèò ñîáèðàòü ãðèáû. Îí ïîäñ÷èòàë, ÷òî çà îñåíü îí ñîáðàë êîëè÷åñòâî
ãðèáîâ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ òð¼õçíà÷íûì ÷èñëîì, ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 14. Ïîòîì Âàñÿ
ïîäñ÷èòàë, ÷òî èç ñîáðàííûõ ãðèáîâ 8% áåëûõ, à 14% � ïîäáåðåçîâèêîâ. Ñêîëüêî ãðèáîâ ñîáðàë
Âàñÿ?

Îòâåò. 950.

Ðåøåíèå. ×òîáû 14% îò ÷èñëà ãðèáîâ áûëî öåëûì ÷èñëîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáùåå ÷èñëî
ãðèáîâ áûëî êðàòíî 50. Òîãäà ïîñëåäíèå äâå öèôðû � 00 èëè 50. Íî åñëè òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî
îêàí÷èâàåòñÿ íà äâà íóëÿ, òî ñóììà öèôð íå ìîæåò áûòü áîëüøå 9, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíèå
äâå öèôðû � 50, ò. å. ïåðâàÿ öèôðà ðàâíà 14− 5− 0 = 9.

2.2. Âàñÿ î÷åíü ëþáèò ñîáèðàòü ãðèáû. Îí ïîäñ÷èòàë, ÷òî çà îñåíü îí ñîáðàë êîëè÷åñòâî
ãðèáîâ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ òð¼õçíà÷íûì ÷èñëîì, ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 14. Ïîòîì Âàñÿ



ïîäñ÷èòàë, ÷òî èç ñîáðàííûõ ãðèáîâ 8% ïîäáåðåçîâèêîâ, à 14% � áåëûõ. Ñêîëüêî áåëûõ ãðèáîâ
ñîáðàë Âàñÿ?

Îòâåò. 133.

2.3. Âàñÿ î÷åíü ëþáèò ñîáèðàòü ãðèáû. Îí ïîäñ÷èòàë, ÷òî çà îñåíü îí ñîáðàë êîëè÷åñòâî
ãðèáîâ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ òð¼õçíà÷íûì ÷èñëîì, ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 14. Ïîòîì Âàñÿ
ïîäñ÷èòàë, ÷òî èç ñîáðàííûõ ãðèáîâ 8% ïîäáåðåçîâèêîâ, à 14% � áåëûõ. Ñêîëüêî ïîäáåðåçîâè-
êîâ ñîáðàë Âàñÿ?

Îòâåò. 76.

3.1. Íàéäèòå âñå ïàðû äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå â 25/24 ðàçà áîëüøå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî. Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå èç ñðåäíèõ
àðèôìåòè÷åñêèõ äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð.

Îòâåò. 75.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a, b � èñêîìûå ÷èñëà (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a > b)
è ïóñòü a+b

2
= 25x è

√
ab = 24x. Òîãäà (

√
a +
√
b)2 = a + b + 2

√
ab = 98x è (

√
a −
√
b)2 =

a + b − 2
√
ab = 2x. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

√
a +
√
b = 7(

√
a −
√
b). Òàêèì îáðàçîì, 3

√
a = 4

√
b.

Çíà÷èò, a : b = 16 : 9. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a è b � äâóçíà÷íûå ÷èñëà, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà áóäåò
íàèáîëüøåé äëÿ a = 16 · 6 = 96, b = 9 · 6 = 54. Èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðàâíî 96+54

2
= 75.

3.2. Íàéäèòå âñå ïàðû äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå
â 25/24 ðàçà ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî. Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå èç ñðåäíèõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð.

Îòâåò. 72.

4.1. Â ðÿä áûëè âûïèñàíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 2017 âêëþ÷èòåëüíî. Ñêîëüêî ðàç
áûëà íàïèñàíà öèôðà 7?

Îòâåò. 602.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷èñëà îò 1 äî 2000. Òîãäà öèôðà 7 ìîæåò ñòîÿòü íà 3 ìåñòå
ñ êîíöà: ÷èñëà âèäà 7 ∗ ∗ èëè 17 ∗ ∗ � òàêèõ ÷èñåë 200. Ìîæåò ñòîÿòü íà 2-ì: ∗7∗ èëè 1 ∗ 7∗ �
òàêèõ ÷èñåë òîæå 200; èëè ïîñëåäíåé: ∗ ∗ 7 èëè 1 ∗ ∗7 � òàêèõ òîæå 200. Êðîìå òîãî, åñòü åù¼
2007 è 2017 � åù¼ äâå öèôðû 7.

5.1. Â âåðøèíàõ êóáà ïðîñòàâëåíû ÷èñëà ±1, à íà åãî ãðàíÿõ � ÷èñëà, ðàâíûå ïðîèçâåäå-
íèþ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ ýòîé ãðàíè. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò
ïðèíèìàòü ñóììà ýòèõ 14 ÷èñåë. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ïðîèçâåäåíèå.

Îòâåò. −20160.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñóììû ðàâíî 14. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü

çíàê â îäíîé èç âåðøèí, òî ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ, óâåëè÷èòñÿ èëè óìåíüøèòñÿ íà
2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîìåíÿþòñÿ çíàêè ó òð¼õ ãðàíåé. Åñëè èõ ñóììà áûëà 1, −1, 3, −3, òî
ñòàíåò −1, 1, −3, èëè 3, ñîîòâåòñòâåííî, ò. å. èçìåíèòñÿ íà 2 èëè íà 6. Âèäíî, ÷òî åñëè ñëîæèòü
äâå ñóììû, òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 4 íå ìåíÿåòñÿ. Çíà÷èò ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëà 10, 6, 2, −2,
−6, −10. ×èñëî −14, î÷åâèäíî, ïîëó÷èòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ñäåëàòü âñå
÷èñëà ðàâíûìè −1. Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ëåãêî ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

6.1. Ñêîëüêî ÷èñåë îò 1 äî 1000 (âêëþ÷èòåëüíî) íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ðàçíîñòè äâóõ
êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë?

Îòâåò. 250.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå íå÷åòíîå ÷èñëî 2n+1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (n+1)2−n2.
Êðîìå òîãî, ÷¼òíîå ÷èñëî, êðàòíîå 4, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 4n = (n+1)2− (n− 1)2. Îñòàþòñÿ
÷èñëà âèäà 4n + 2. Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàò ìîæåò äàâàòü îñòàòêè 0 èëè 1 ïðè äåëåíèè íà 4,
ïîýòîìó ÷èñëà âèäà 4n+2 íåëüçÿ ïîëó÷èòü êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ. Òàêèõ ÷èñåë (âèäà 4n+2)
ðîâíî îäíî â êàæäîé ÷åòâ¼ðêå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî òàêèõ ÷èñåë îò 1
äî 1000 áóäåò 1000/4 = 250.



7.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè a1 = 1,

a2n =

{
an, åñëè n ÷¼òíî,
2an, åñëè n íå÷¼òíî;

a2n+1 =

{
2an + 1, åñëè n ÷¼òíî,
an, åñëè n íå÷¼òíî.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî an = a2017.
Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Óêàçàííûå ïðàâèëà ëåãêî èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ äâîè÷íîé ñèñòåìû:
åñëè n îêàí÷èâàåòñÿ íà 0 è ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 1, òî è ê an ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 1. Åñëè n
îêàí÷èâàåòñÿ íà 1 è ïðèïèñûâàþò 0, òî ê an ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 0. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ an íå
ìåíÿåòñÿ (êîãäà ê 0 ïðèïèñûâàþò 0 èëè ê 1 ïðèïèñûâàþò 1). Çàïèøåì â äâîè÷íîé ñèñòåìå ÷èñëî
2017: 2017 = 111111000012. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî a2017 = 1012 = 510. Ïðîâåðÿÿ ïåðâûå íåñêîëüêî
çíà÷åíèé, íàéä¼ì a5 = 5.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 9 êëàññà c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà 1000000 è ïðè ýòîì îêàí÷èâà-
þòñÿ íå íà 0?

Îòâåò. 13.

2. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD ñî ñòîðîíàìè AB = 6 è BC = 8 âûñîòà, îïóùåííàÿ íà CD,
ðàâíà 4. Íàéäèòå âûñîòó, îïóùåííóþ íà AD.

Îòâåò. 3.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Êàê-òî ðàç â îäíîé êîìïàíèè ïðîèçîø¼ë òàêîé ðàçãîâîð:
� Ìû äîëæíû íåìåäëåííî ïîçâîíèòü Ìèøå! � âîñêëèêíóë Âàíÿ.
Îäíàêî Ìèøèíîãî òåëåôîííîãî íîìåðà íèêòî íå ïîìíèë.
� ß òî÷íî ïîìíþ, ÷òî ïîñëåäíèå òðè öèôðû òåëåôîííîãî íîìåðà � ïîñëåäîâàòåëüíûå íà-

òóðàëüíûå ÷èñëà, � ñêàçàëà Íàñòÿ.
� À ÿ ïðèïîìèíàþ, ÷òî ïåðâûå ïÿòü öèôð îáðàçîâûâàëè ïàëèíäðîì, � îòìåòèë Àíòîí.
� Ñåìèçíà÷íûå íîìåðà íèêòî òàê íå çàïîìèíàåò, èõ ðàçáèâàþò íà òðè ãðóïïû: ñíà÷àëà òðè

öèôðû, à ïîòîì äâà ðàçà ïî äâå, è ìíå êàæåòñÿ, ÷òî òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè
òàêîì ðàçáèåíèè, äåëèëîñü íà 9 � çàìåòèë Íèêèòà.

� Òî÷íî-òî÷íî, � ïîääåðæàë Ìèòÿ, �à åù¼ â òåëåôîíå áûëî òðè ïîäðÿä ñòîÿùèõ åäèíèöû.
� Òîëüêî îäíî èç äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè Íèêèòèíîì ðàçáèåíèè, áûëî ïðî-

ñòûì, � äîáàâèë Ñàøà.
Ïîìîãèòå ðåáÿòàì âîññòàíîâèòü íîìåð Ìèøèíîãî òåëåôîíà.
Îòâåò. 7111765.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òðè ïîäðÿä åäèíèöû íå ìîãóò ñòîÿòü â íà÷àëå, òàê êàê 111 íå äåëèòñÿ
íà 9. Çíà÷èò, ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ öèôð åñòü îòëè÷íàÿ îò åäèíèöû. Åñëè ýòî âòîðàÿ èëè òðåòüÿ
öèôðû, òî ïîñêîëüêó ïåðâûå ïÿòü îáðàçóþò ïàëèíäðîì, à ïîñëåäíèå òðè � ïîñëåäîâàòåëüíûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, â íîìåðå íå íàéä¼òñÿ òð¼õ åäèíèö ïîäðÿä. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ, òðåòüÿ
è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðû � åäèíèöû, òîãäà ïåðâàÿ è ïÿòàÿ � ñåì¼ðêè. Çíà÷èò, ïåðâîå äâóçíà÷íîå
÷èñëî ïðè íèêèòèíîì ðàçáèåíèè � 17 (ïðîñòîå ÷èñëî). Ïîñëåäíèå òðè öèôðû áóäóò ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, åñëè âòîðîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî ðàâíî 89 èëè 65. Íî ïîñêîëüêó
89 � ïðîñòîå ÷èñëî, îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé âàðèàíò 65. Çíà÷èò, èñêîìûé íîìåð � 7111765.

1.2. Êàê-òî ðàç â îäíîé êîìïàíèè ïðîèçîø¼ë ñëåäóþùèé ðàçãîâîð:
� Íàì íóæíî ïîçâîíèòü Âîâî÷êå! � ñêàçàëà Êàòÿ.
Îäíàêî Âîâî÷êèíîãî òåëåôîííîãî íîìåðà íèêòî íå ïîìíèë.
� ß òî÷íî ïîìíþ, ÷òî ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ïåðâûõ äâóõ öèôð, â 3 ðàçà áîëüøå, ÷åì ÷èñëî

ñîñòàâëåííîå èç ïîñëåäíèõ äâóõ öèôð, � ñêàçàëà Îëÿ.
� À ÿ ïðèïîìèíàþ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà â äâà ðàçà ìåíüøå ïðåäïîñëåäíåé, � îòìåòèë

Ñåð¼æà.
� Òðåòüÿ öèôðà ñ êîíöà è òðåòüÿ öèôðà ñ íà÷àëà òî÷íî îäèíàêîâûå � çàìåòèë Èãîðü.
� Òî÷íî-òî÷íî, � ïîääåðæàë Ìèòÿ, �è ýòà öèôðà òî ëè â äâà ðàçà áîëüøå, òî ëè íà äâà

áîëüøå ïðåäïîñëåäíåé.
� À åù¼ ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç öèôð òåëåôîíà, äåëèòñÿ íà 9, � äîáàâèëà Ëåíà.
Ïîìîãèòå ðåáÿòàì âîññòàíîâèòü íîìåð Âîâî÷êèíîãî òåëåôîíà.
Îòâåò. 6347421.

2.1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, äëÿ êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ax2 − 2ax + 1
ïðèíèìàåò âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [0; 2] çíà÷åíèÿ, ìîäóëü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 2. Â îòâåòå
óêàæèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò íàéäåííûå çíà÷åíèÿ a.



Îòâåò. 4 (èñêîìîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé a: [−1; 0) ∪ (0; 3]).

Ðåøåíèå. ×òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà êâàäðàòè÷íîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû a 6= 0. Âåðøèíà
ïàðàáîëû, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì äàííîé ôóíêöèè, íàõîäèòñÿ â òî÷êå (1; 1 − a). Ïîñêîëüêó
f(0) = f(2) = 1, óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî, åñëè |1 − a| 6 2, ò. å. −1 6 a 6 3. Çíà÷èò, èñ-
êîìûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé a ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå [−1; 0) ∪ (0; 3], à ñóììàðíàÿ äëèíà ýòèõ
ïðîìåæóòêîâ ðàâíà 4.

2.2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, äëÿ êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ax2 − 4ax + 1
ïðèíèìàåò âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [0; 4] çíà÷åíèÿ, ìîäóëü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 3. Â îòâåòå
óêàæèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò íàéäåííûå çíà÷åíèÿ a.

Îòâåò. 1,5 (èñêîìîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé a: [−1
2
; 0) ∪ (0; 1]).

2.3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, äëÿ êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ax2 + 2ax − 1
ïðèíèìàåò âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [−2; 0] çíà÷åíèÿ, ìîäóëü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 3. Â îòâåòå
óêàæèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò íàéäåííûå çíà÷åíèÿ a.

Îòâåò. 6 (èñêîìîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé a: [−4; 0) ∪ (0; 2]).

2.4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, äëÿ êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ax2 + 4ax − 1
ïðèíèìàåò âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [−4; 0] çíà÷åíèÿ, ìîäóëü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 4. Â îòâåòå
óêàæèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò íàéäåííûå çíà÷åíèÿ a.

Îòâåò. 2 (èñêîìîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé a: [−5
4
; 0) ∪ (0; 3

4
]).

3.1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 2x + 2x+1 + . . .+ 2x+2000 < 1.
Îòâåò. −2001.

Ðåøåíèå. Âûíîñÿ çà ñêîáêó 2x è ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ñóììû ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, ïðèâåä¼ì íåðàâåíñòâî ê âèäó 2x · (22001 − 1) < 1. Ïðè x > −2000 îíî íå âûïîëíåíî.
Åñëè æå x = −2001, òî ïîëó÷àåì 1− 2−2001 < 1, ÷òî âåðíî.

3.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 2x + 2x+1 + . . .+ 2x+2005 > 2.
Îòâåò. −2004.

3.3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 2x + 2x+1 + . . .+ 2x+2017 < 1.
Îòâåò. −2018.

3.4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 2x + 2x+1 + . . .+ 2x+2025 > 2.
Îòâåò. −2024.

4.1. Áóäåì íàçûâàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî èíòåðåñíûì, åñëè âñå åãî öèôðû, êðîìå ïåðâîé è
ïîñëåäíåé, ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî äâóõ ñîñåäíèõ öèôð. Íàéäèòå íàèáîëüøåå èíòå-
ðåñíîå ÷èñëî.

Îòâåò. 96433469.

Ðåøåíèå. Ïóñòü an � n-ÿ öèôðà èñêîìîãî ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ an <
an+1+an−1

2
(êðîìå ïåðâîé

è ïîñëåäíåé öèôðû), ïîýòîìó an − an+1 < an−1 − an, ò. å. ðàçíîñòè bn = an − an+1 óìåíüøàþòñÿ
ñ ðîñòîì n. Ñðåäè íèõ íå ìîæåò áûòü ÷åòûð¼õ ïîëîæèòåëüíûõ, òàê êàê 1 + 2 + 3 + 4 = 10 > 9.
Àíàëîãè÷íî íå ìîæåò áûòü ÷åòûð¼õ îòðèöàòåëüíûõ. Çíà÷èò, ìàêñèìóì òàêèõ ðàçíîñòåé ìîæåò
áûòü 7, à èñêîìîå ÷èñëî âîñüìèçíà÷íîå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî áûëî íàèáîëüøèì, ïåðâàÿ öèôðà
äîëæíà áûòü ðàâíà 9, à ïåðâûå ðàçíîñòè ìåæäó öèôðàìè êàê ìîæíî ìåíüøå. Åñëè ðàçíîñòè
ðàâíû ïîñëåäîâàòåëüíî 3, 2, 1, 0, −1, −2, −3, òî ïîëó÷èì îòâåò: 96433469.

5.1. Ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ ñ öåëûìè ñòîðîíàìè èìåþò ïåðèìåòð, ðàâíûé 2017? (Òðåóãîëü-
íèêè, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ñòîðîí � íàïðèìåð, 17, 1000, 1000 è 1000, 1000, 17 �
ñ÷èòàþòñÿ çà îäèí òðåóãîëüíèê.)

Îòâåò. 85008.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíû a, b, c òðåóãîëüíèêà óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: a 6 b 6 c.
Òîãäà ìåíüøàÿ ñòîðîíà a íå ïðåâîñõîäèò 2017/3 = 6721

3
.



Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷¼òíûõ a, ò. å. a = 2k. Òîãäà äëÿ k = 1, . . . , 252 áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ïî k
òðåóãîëüíèêîâ, âñåãî 253 · 252/2 = 31878 òðåóãîëüíèêîâ. Äëÿ k = 253, . . . , 336 áóäåò ïîëó÷àòüñÿ
ïî 1009− 3k òðåóãîëüíèêîâ, âñåãî 1009 · (336− 253 + 1)− 3 · (336 · 337/2− 252 · 253/2) = 10542
òðåóãîëüíèêîâ.

Àíàëîãè÷íî äëÿ íå÷¼òíûõ a, a = 2k − 1, ïðè k = 1, . . . , 252 áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ïî k òðå-
óãîëüíèêîâ, âñåãî 253 · 252/2 = 31878 òðåóãîëüíèêîâ. Äëÿ k = 253, . . . , 336 áóäåò ïîëó÷àòüñÿ
ïî 1011− 3k òðåóãîëüíèêîâ, âñåãî 1011 · (336− 253 + 1)− 3 · (336 · 337/2− 252 · 253/2) = 10710
òðåóãîëüíèêîâ.

Èòîãî ïîëó÷àåì 31878 + 10542 + 31878 + 10710 = 85008 òðåóãîëüíèêîâ.

6.1. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå n!
2
= k!+l!, ãäå n! = 1·2·. . . n. Â îòâåòå óêàæèòå

0, åñëè ðåøåíèé íåò, n, åñëè ðåøåíèå îäíî, ñóììó çíà÷åíèé n äëÿ âñåõ ðåøåíèé, åñëè ðåøåíèé
íåñêîëüêî. Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ òðîéêà (n, k, l); åñëè ðåøåíèÿ îòëè÷àþòñÿ õîòÿ
áû â îäíîé êîìïîíåíòå, îíè ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè.

Îòâåò. 10 (âñå òðîéêè ðåøåíèé (n, k, l): (3, 1, 2), (3, 2, 1), (4, 3, 3)).

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî k < n è l < n. Åñëè n > 4, òî n! > 4 · (n− 1)! > 2 · (k! + l!), ïîýòîìó
òàêèõ ðåøåíèé íåò. Åñëè n = 2, òî ïîëó÷àåì 1 = k!+ l! � íåò ðåøåíèé; åñëè n = 3, òî óðàâíåíèå
3 = k! + l! èìååò äâà ðåøåíèÿ: k = 1, l = 2 è k = 2, l = 1; åñëè n = 4, òî óðàâíåíèå 12 = k! + l!
äà¼ò åù¼ îäíî ðåøåíèå k = l = 3.

7.1. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè ìåäèàíó BM è âûñîòó CH. Îêàçàëîñü,
÷òî BM = CH =

√
3, ïðè ýòîì ∠MBC = ∠ACH. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 6.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîñòîðîííèé, âñå ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû 2.
Îïóñòèì èç òî÷êè M ïåðïåíäèêóëÿð MK íà ñòîðîíó AB. Â òðåóãîëüíèêå BMK êàòåò KM

ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû MB, çíà÷èò, ∠KBM = 30◦. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ MB è
CH, òîãäà ∠MOC = 60◦. Îáîçíà÷èì ∠MBC = ∠ACH = α, òîãäà ∠HCB = 60◦ − α, ïîýòîìó
∠BCA = 60◦. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè MOC è MCB ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì. Èç ïîäîáèÿ
ïîëó÷àåì MC2 = BM · OM = CH · OM . Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ OM = MC · sinα/ sin 60◦. Èç
òðåóãîëüíèêà AHC íàõîäèì HC = 2MC · cosα. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ôîðìóëó MC2 = CH ·OM è
ñîêðàùàÿ íà MC2, ïîëó÷èì sin 2α =

√
3/2, îòêóäà α = 30◦. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ABC

ðàâíîñòîðîííèé.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 9 êëàññà c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Åñëè ÷èñëî óìåíüøèòü íà 1, òî åãî êâàäðàò óìåíüøèòñÿ íà 111. ×åìó ðàâíî ýòî ÷èñëî?
Îòâåò. 56.

2. Êàêóþ ÷àñòü ïëîùàäè êðóãà çàíèìàåò âïèñàííûé â íåãî êâàäðàò? Îòâåò äàéòå â ïðîöåí-
òàõ, îêðóãëèâ åãî äî öåëûõ.

Îòâåò. 64.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Íàéäèòå âñå ïàðû äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå â 25/24 ðàçà áîëüøå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî. Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå èç ñðåäíèõ
àðèôìåòè÷åñêèõ äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð.

Îòâåò. 75.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a, b � èñêîìûå ÷èñëà (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a > b)
è ïóñòü a+b

2
= 25x è

√
ab = 24x. Òîãäà (

√
a +
√
b)2 = a + b + 2

√
ab = 98x è (

√
a −
√
b)2 =

a + b − 2
√
ab = 2x. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

√
a +
√
b = 7(

√
a −
√
b). Òàêèì îáðàçîì, 3

√
a = 4

√
b.

Çíà÷èò, a : b = 16 : 9. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a è b � äâóçíà÷íûå ÷èñëà, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà áóäåò
íàèáîëüøåé äëÿ a = 16 · 6 = 96, b = 9 · 6 = 54. Èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðàâíî 96+54

2
= 75.

1.2. Íàéäèòå âñå ïàðû äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå
â 25/24 ðàçà ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî. Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå èç ñðåäíèõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð.

Îòâåò. 72.

2.1. Â âåðøèíàõ êóáà ïðîñòàâëåíû ÷èñëà ±1, à íà åãî ãðàíÿõ � ÷èñëà, ðàâíûå ïðîèçâåäå-
íèþ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ ýòîé ãðàíè. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò
ïðèíèìàòü ñóììà ýòèõ 14 ÷èñåë. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ïðîèçâåäåíèå.

Îòâåò. −20160.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñóììû ðàâíî 14. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü
çíàê â îäíîé èç âåðøèí, òî ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ, óâåëè÷èòñÿ èëè óìåíüøèòñÿ íà
2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîìåíÿþòñÿ çíàêè ó òð¼õ ãðàíåé. Åñëè èõ ñóììà áûëà 1, −1, 3, −3, òî
ñòàíåò −1, 1, −3, èëè 3, ñîîòâåòñòâåííî, ò. å. èçìåíèòñÿ íà 2 èëè íà 6. Âèäíî, ÷òî åñëè ñëîæèòü
äâå ñóììû, òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 4 íå ìåíÿåòñÿ. Çíà÷èò ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëà 10, 6, 2, −2,
−6, −10. ×èñëî −14, î÷åâèäíî, ïîëó÷èòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ñäåëàòü âñå
÷èñëà ðàâíûìè −1. Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ëåãêî ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

3.1. Ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ x > 0; f(x) ðàâíà áîëüøåìó èç ÷èñåë x è
1/x, à g(x) ðàâíà ìåíüøåìó èç ÷èñåë x è 1/x. Ðåøèòå óðàâíåíèå f(5x) · g(8x) · g(25x) = 1. Â
îòâåòå óêàæèòå ðåøåíèå, åñëè îíî îäíî, èëè ñóììó ðåøåíèé, åñëè èõ íåñêîëüêî. Îòâåò ïðè
íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,09 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 0,089).

Ðåøåíèå. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
à) 0 < 5x < 8x < 25x 6 1. Òîãäà f(5x)·g(8x)·g(25x) = 8x·25x

5x
= 40x = 1, îòêóäà x = 1

40
= 0,025.

b) 0 < 5x < 8x 6 1 < 25x. Òîãäà f(5x) · g(8x) · g(25x) = 8x
5x·25x = 8

125x
= 1, ò. å. x = 8

124
= 0,064.

c) 0 < 5x 6 1 < 8x < 25x. Òîãäà f(5x) · g(8x) · g(25x) = 1
5x·8x·25x = 1

1000x3 = 1, îòêóäà x = 0,1,
÷òî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 < 8x.

d) 1 < 5x < 8x < 25x. Òîãäà f(5x) · g(8x) · g(25x) = 5x
8x·25x = 1

40x
= 1, îòêóäà x = 1

40
, ÷òî íå

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 < 5x.



Èòàê, óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ x = 0,025 è x = 0,064, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 0,089 ≈ 0,09.

Çàìå÷àíèå. Òî÷íîå çíà÷åíèå 0,089 òàêæå çàñ÷èòûâàåòñÿ êàê âåðíûé îòâåò.

4.1. Ñêîëüêî ÷èñåë îò 1 äî 1000 (âêëþ÷èòåëüíî) íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ðàçíîñòè äâóõ
êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë?

Îòâåò. 250.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå íå÷åòíîå ÷èñëî 2n+1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (n+1)2−n2.
Êðîìå òîãî, ÷¼òíîå ÷èñëî, êðàòíîå 4, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 4n = (n+1)2− (n− 1)2. Îñòàþòñÿ
÷èñëà âèäà 4n + 2. Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàò ìîæåò äàâàòü îñòàòêè 0 èëè 1 ïðè äåëåíèè íà 4,
ïîýòîìó ÷èñëà âèäà 4n+2 íåëüçÿ ïîëó÷èòü êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ. Òàêèõ ÷èñåë (âèäà 4n+2)
ðîâíî îäíî â êàæäîé ÷åòâ¼ðêå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî òàêèõ ÷èñåë îò 1
äî 1000 áóäåò 1000/4 = 250.

5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè a1 = 1,

a2n =

{
an, åñëè n ÷¼òíî,
2an, åñëè n íå÷¼òíî;

a2n+1 =

{
2an + 1, åñëè n ÷¼òíî,
an, åñëè n íå÷¼òíî.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî an = a2017.
Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Óêàçàííûå ïðàâèëà ëåãêî èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ äâîè÷íîé ñèñòåìû:
åñëè n îêàí÷èâàåòñÿ íà 0 è ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 1, òî è ê an ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 1. Åñëè n
îêàí÷èâàåòñÿ íà 1 è ïðèïèñûâàþò 0, òî ê an ñïðàâà ïðèïèñûâàþò 0. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ an íå
ìåíÿåòñÿ (êîãäà ê 0 ïðèïèñûâàþò 0 èëè ê 1 ïðèïèñûâàþò 1). Çàïèøåì â äâîè÷íîé ñèñòåìå ÷èñëî
2017: 2017 = 111111000012. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî a2017 = 1012 = 510. Ïðîâåðÿÿ ïåðâûå íåñêîëüêî
çíà÷åíèé, íàéä¼ì a5 = 5.

6.1. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè èçîáðàæåí ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà (âêëþ÷àÿ
âåðøèíû) íàõîäèòñÿ ðîâíî 2019 òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæ-
íàÿ äëèíà ãèïîòåíóçû òðåóãîëüíèêà ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ? Â îòâåòå óêàæèòå äëèíó ãèïîòåíóçû,
îêðóãë¼ííóþ äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà.

Îòâåò. 952.

Ðåøåíèå. Íàèìåíüøàÿ äëèíà ãèïîòåíóçû ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè íàèìåíüøåå, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êàòåòû èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè
(äëÿ ïîâ¼ðíóòîãî òðåóãîëüíèêà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè áóäåò íå ìåíåå

√
2). Òîãäà êàæäûé

êàòåò èìååò äëèíó 673, à ãèïîòåíóçà ðàâíà 673
√
2 ≈ 952.

7.1. Â ðÿä âûïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî íåêîòîðîãî n. Êîãäà îäíî èç ÷èñåë óäàëèëè,
îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îñòàâøèõñÿ ðàâíî 403

4
. Íàéäèòå ÷èñëî, êîòîðîå óäàëèëè.

Îòâåò. 61.

Ðåøåíèå. Ñóììà ÷èñåë îò 1 äî n ðàâíà Sn = n(n+1)
2

. Ïóñòü óäàëèëè ÷èñëî m, ãäå 1 6 m 6 n.
Òîãäà óñëîâèå çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Sn −m

n− 1
= 40

3

4
.

Ïðåîáðàçóåì: n+2
2
− m−1

n−1
= 403

4
. Çàìåòèì, ÷òî m−1

n−1
6 1, ïîýòîìó åñëè n ÷¼òíî, òî m−1

n−1
= 1

4
, à åñëè

íå÷¼òíî, òî m−1
n−1

= 3
4
. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì n = 80, îòêóäà m − 1 = 79 · 1

4
� íå öåëîå. Âî

âòîðîì ñëó÷àå n = 81, ò. å. m− 1 = 80 · 3
4
= 60.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2017/2018 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 10�11 êëàññîâ

Óñëîâèÿ, ðåøåíèÿ è îòâåòû ê âàðèàíòó 1, îòâåòû ê âàðèàíòàì 2�4

1. Íà êàêîì èç ïÿòè èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ îñü ÷åòûðå òî÷êè

x5 < y8 < y3 < x6,

ëåæèò ÷èñëî 0?

Îòâåò: (x5; y8).

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ èìååì:

1) 0 > y8 − y3 = y3(y5 − 1)⇒ 0 < y < 1;
2) 0 < x6 − x5 = x5(x− 1), ïîýòîìó åñòü òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè:
à) x5 > 1⇒ y8 > x > 1⇒ |y| > 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ï. 1);
á) x5 < 0⇒ 0 ∈ (x5; y8).

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: (y5;x4). Îòâåò ê âàðèàíòó 3: (x3; y6). Îòâåò ê âàðèàíòó 4: (y3;x8).

2. Êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå:

√√√√
17

√
13

√
17

√
13
√
17 . . .︸ ︷︷ ︸

2018 çíàêîâ êîðíÿ

èëè 17 3

√
13
17?

Îòâåò: âòîðîå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A � ïåðâîå ÷èñëî, B � âòîðîå. Òîãäà

A = 17
1
2 · 13

1
4 · 17

1
8 · 13

1
16 · . . . · 17

1
22017 · 13

1
22018 = 17

1
2
+ 1

8
+ 1

32
+...+ 1

22017 · 13
1
4
+ 1

16
+ 1

64
+...+ 1

22018 .

Ïîñêîëüêó
1

2
+

1

8
+

1

32
+ . . .+

1

22017
<

1

2
+

1

8
+

1

32
+ . . . =

1/2

1− 1/4
=

2

3
,

è
1

4
+

1

16
+

1

64
+ . . .+

1

22018
<

1

4
+

1

16
+

1

64
+ . . . =

1/4

1− 1/4
=

1

3
,

÷èñëî A ìåíüøå, ÷åì 17
2
3 · 13

1
3 = B.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: âòîðîå. Îòâåò ê âàðèàíòó 3: ïåðâîå. Îòâåò ê âàðèàíòó 4: ïåðâîå.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 20, ïðîâåäåíà ìåäèàíà CD. Íàéäèòå ðàäèóñ

îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AC =
√
41, à öåíòð îêðóæíîñòè,

âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ACD, ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCD.

Îòâåò: 41
10 èëè 41

8 .

Ðåøåíèå. Ïóñòü Q � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ACD. Òîãäà îòðåçêè AQ è CQ �

áèññåêòðèñû óãëîâ BAC è ACD ñîîòâåòñòâåííî, ïî ñâîéñòâàì âïèñàííûõ óãëîâ ∠DBQ = ∠DCQ.
Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABQ è ACQ ðàâíû ïî ñòîðîíå è äâóì óãëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, AB = AC, ò. å.
òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé.

Α

B

C

D

Q

Ïîëîæèì BC = 2x, òîãäà SABC = x
√
41− x2, ïîýòîìó ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå x
√
41− x2 = 20, èìåþùåå äâà êîðíÿ x = 4 èëè x = 5.

Ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè ðàâåí

R =
AB ·BC ·AC

4S
=

41 · 2x
4 · 20

=
41x

40
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà íàéäåííûå çíà÷åíèÿ x, ïîëó÷àåì äâà âîçìîæíûõ îòâåòà,

ïðè÷¼ì îáå âîçìîæíîñòè ðåàëèçóþòñÿ.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: 10 èëè 8
5 . Îòâåò ê âàðèàíòó 3: 17

5 èëè 17
3 . Îòâåò ê âàðèàíòó 4: 15

4 èëè 27
20 .



4. Àðõèâ ôîòîãðàôèé óêëàäûâàþò â ïîðÿäêå èõ íóìåðàöèè â îäèíàêîâûå àëüáîìû, ðîâíî ïî 4

ôîòîãðàôèè íà îäíó ñòðàíèöó. Ïðè ýòîì 81-ÿ ïî ñ÷¼òó ôîòîãðàôèÿ ïîïàëà íà 5-þ ñòðàíèöó îäíîãî èç

àëüáîìîâ, 171-ÿ � íà 3-þ ñòðàíèöó äðóãîãî. Ñêîëüêî ôîòîãðàôèé âìåùàåò êàæäûé àëüáîì?

Îòâåò: 32.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x, y � íîìåðà àëüáîìîâ, â êîòîðûå ïîïàëè 81-ÿ è 171-ÿ ôîòîãðàôèè ñîîòâåòñòâåííî,

n > 4 � êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â àëüáîìå. Òîãäà 4n(x − 1) + 16 < 81 6 4n(x − 1) + 20, 4n(y − 1) + 8 <
171 6 4n(y− 1) + 12, ò. å. 61 6 4n(x− 1) < 65, 159 6 4n(y− 1) < 163. Òîãäà n(x− 1) = 16, n(y− 1) = 40.
Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî n ìîæåò áûòü ðàâíî 1, 2, 4, 8, 16, èç âòîðîãî � 1, 2, 4, 5, 8, 10, 20,

40. Òàêèì îáðàçîì, n = 8, 4n = 32.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: 54. Îòâåò ê âàðèàíòó 3: 40. Îòâåò ê âàðèàíòó 4: 42.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî arcsin
(

5
2π arccosx

)
> arccos

(
10
3π arcsinx

)
.

Îòâåò:
[
cos 2π

5 ; cos 8π
25

)
∪
(
cos 8π

25 ; cos
π
5

]
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì u = 5
2π arccosx, v = 10

3π arcsinx. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 4u + 3v = 5.

u

v

0 4/5 1

3/5

1

4u+3v=5

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà arcsinu > arccos v ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

0 6 u 6 1, 0 6 v 6 1, u2 + v2 > 1,

íà ÷åðòåæå îíî çàêðàøåíî ñåðûì. Ïðÿìàÿ 4u + 3v = 5 èìååò îáùèå òî÷êè ñ

ýòèì ìíîæåñòâîì � ýòî îòðåçîê ñ âûêîëîòîé òî÷êîé u = 4/5, v = 3/5. Òàêèì
îáðàçîì.

u ∈
[
1

2
;
4

5

)
∪
(
4

5
; 1

]
⇔ arccosx ∈

[
π

5
;
8π

25

)
∪
(
8π

25
;
2π

5

]
,

îòêóäà, ñ ó÷åòîì óáûâàíèÿ àðêêîñèíóñà,

x ∈
[
cos

2π

5
; cos

8π

25

)
∪
(
cos

8π

25
; cos

π

5

]
.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2:
[
sin π

5 ; sin
8π
25

)
∪
(
sin 8π

25 ; sin
2π
5

]
.

Îòâåò ê âàðèàíòó 3:
[
cos 2π

5 ; cos 8π
25

)
∪
(
cos 8π

25 ; cos
π
5

]
.

Îòâåò ê âàðèàíòó 4:
[
sin π

5 ; sin
8π
25

)
∪
(
sin 8π

25 ; sin
2π
5

]
.

6. Íàéäèòå âñå òàêèå íàáîðû ÷èñåë x1, x2, . . . , xn+1, ÷òî x1 = xn+1 è ïðè âñåõ k = 1, . . . , n âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

2 log2 xk · log2 xk+1 − log22 xk = 9.

Îòâåò: xk = 8, k = 1, . . . , n+ 1, èëè xk =
1
8 , k = 1, . . . , n+ 1.

Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
9− 2 log2 x1 · log2 x2 + log22 x1 = 0,
9− 2 log2 x2 · log2 x3 + log22 x2 = 0,
. . .
9− 2 log2 xn−1 · log2 xn + log22 xn−1 = 0,
9− 2 log2 xn · log2 x1 + log22 xn = 0.

Çàìåíà ak =
1
3 log2 xk, k = 1, . . . , n, ïðèâîäèò ñèñòåìó ê âèäó

a1 + a−11 = 2a2,
. . .

an−1 + a−1n−1 = 2an,
an + a−1n = 2a1.

Èç íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî ëèáî ak > 1, k = 1, . . . , n, ëèáî ak 6 −1,
k = 1, . . . , n. Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ íàáîðû ak = 1, k = 1, . . . , n è ak = −1, k = 1, . . . , n. Ñëîæèì
âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è ïåðåíåñ¼ì âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü ðàâåíñòâà, òîãäà ïîëó÷èì

a1 − a−11 + · · ·+ an−1 − a−1n−1 + an − a−1n = 0.



Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà áîëüøå íóëÿ, åñëè õîòÿ áû îäíî ak > 1, è ìåíüøå íóëÿ, åñëè õîòÿ

áû îäíî ak < −1, ïîýòîìó äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå âûøåóêàçàííûõ, ñèñòåìà íå èìååò.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: xk = 9, k = 1, . . . , n+ 1, èëè xk =
1
9 , k = 1, . . . , n+ 1.

Îòâåò ê âàðèàíòó 3: xk = 2, k = 1, . . . , n+ 1, èëè xk =
1
2 , k = 1, . . . , n+ 1.

Îòâåò ê âàðèàíòó 4: xk = 3, k = 1, . . . , n+ 1, èëè xk =
1
3 , k = 1, . . . , n+ 1.

7. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = sin(x+ sinx) + sin(x− sinx) +
(π
2
− 2
)
sin sinx.

Îòâåò:
π − 2√

2
.

Ðåøåíèå. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû ñèíóñîâ â ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì

f(x) = 2 sinx · cos sinx+
(π
2
− 2
)
sin sinx = g(sinx),

ãäå g(t) = 2t cos t+ (π2 − 2) sin t, t = sinx ∈ [−1; 1]. Ôóíêöèÿ g íå÷¼òíàÿ è

g′(t) = −2t sin t+ π

2
cos t =

π

2
sin t

(
ctg t− 4

π
t

)
.

Ïîñêîëüêó g′(t) > 0 ïðè 0 6 t < π
4 , g

′(t) < 0 ïðè π
4 < t 6 1, ôóíêöèÿ g(t) èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì

íà îòðåçêå [0; 1] â òî÷êå t = π
4 . Ñëåäîâàòåëüíî, g(t) 6 g(π4 ) =

π−2√
2
, t ∈ [0; 1]. Â ñèëó íå÷¼òíîñòè íà îòðåçêå

[−1; 0] ñèòóàöèÿ ñèììåòðè÷íàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî g(−1) < g(π4 ). Äåéñòâèòåëüíî,

g(−1) =
(
2− π

2

)
sin 1− 2 cos 1 = 2 sin 1

(
1− π

4
− ctg 1

)
< 2 sin 1

(
1

2
− π

4

)
< 0 < g

(π
4

)
.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè g(t) íà îòðåçêå [−1; 1], à çíà÷èò, è ôóíêöèè f(x) íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé, ðàâíî π−2√

2
.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2:
2− π√

2
. Îòâåò ê âàðèàíòó 3:

4− 2π

π
√
2
. Îòâåò ê âàðèàíòó 4:

4π − 8

π
√
2
.

8. Àíäðåþ íðàâÿòñÿ âñå ÷èñëà, íå äåëÿùèåñÿ íà 3, à Òàíå íðàâÿòñÿ âñå ÷èñëà, â êîòîðûõ íåò öèôð,

äåëÿùèõñÿ íà 3.

à) Ñêîëüêî ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë íðàâÿòñÿ è Àíäðåþ, è Òàíå?

á) Íàéäèòå îáùóþ ñóììó öèôð âñåõ òàêèõ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë.

Îòâåò: à) 810; á) 14580.

Ðåøåíèå. à) Èñêîìûå ÷èñëà äîëæíû áûòü ñîñòàâëåíû èç öèôð 1, 2, 4, 5, 7, 8, ïðè÷¼ì ïî êðèòåðèþ

äåëèìîñòè íà 3 â êàæäîì ÷èñëå ñóììà öèôð íå äîëæíà áûòü êðàòíîé òð¼ì. Öèôðû 1, 4 è 7 (íàçîâåì

èõ öèôðàìè ìíîæåñòâà A) ïðè äåëåíèè íà 3 äàþò îñòàòîê 1, à öèôðû 2, 5, 8 (öèôðû ìíîæåñòâà B) �
îñòàòîê 2. Çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ÷èñëî äîëæíî áûòü ñîñòàâëåíî îäíèì èç ñëåäóþùèõ

ñïîñîáîâ:

1) 4 öèôðû èç ìíîæåñòâà A � òàêèõ ÷èñåë 34;
2) 4 öèôðû èç ìíîæåñòâà B � òàêèõ ÷èñåë 34;
3) 3 öèôðû èç ìíîæåñòâà A è îäíà öèôðà èç ìíîæåñòâà B � òàêèõ ÷èñåë 4 · 34;
4) 3 öèôðû èç ìíîæåñòâà B è îäíà öèôðà èç ìíîæåñòâà A � òàêèõ ÷èñåë 4 · 34.
Âñåãî òàêèõ ÷èñåë 10 · 34 = 810.

á) Äëÿ ïîèñêà îáùåé ñóììû öèôð âñåõ ýòèõ ÷èñåë ðàçîáü¼ì èõ íà ïàðû: âòîðîå ÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ

èç ïåðâîãî çàìåíîé âñåõ öèôð ïî ïðèíöèïó 1 ↔ 8, 2 ↔ 7, 4 ↔ 5. Íàïðèìåð, ÷èñëî 1545 èìååò ïàðó

8454, ÷èñëî 5271 èìååò ïàðó 4728, è ò. ä. Ñóììà öèôð ëþáîé ïàðû ðàâíà 9 · 4, à ÷èñëî òàêèõ ïàð ðàâíî
10·34
2 . Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñóììà âñåõ öèôð ðàâíà 9·4·10·34

2 = 20 · 36 = 14580.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: à) 160; á) 2880.

Îòâåò ê âàðèàíòó 3: à) 810; á) 14580.

Îòâåò ê âàðèàíòó 4: à) 160; á) 2880.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2017/2018 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 5�6 êëàññîâ

Óñëîâèÿ çàäàíèé, ðåøåíèÿ è îòâåòû ê íèì

1. Íà îñòðîâå ðûöàðåé è ëæåöîâ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòî-

ðûå âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû ïÿòåðûõ æèòåëåé ýòîãî îñòðîâà ïî î÷åðåäè ñïðîñèëè, ñêîëüêî ñðåäè íèõ

ðûöàðåé.

� Îäèí, � îòâåòèë ïåðâûé.

� Äâà, � îòâåòèë âòîðîé.

� Òðè, � îòâåòèë òðåòèé.

� Íå âåðüòå èì, îíè âñå ëæåöû, � ñêàçàë ÷åòâ¼ðòûé.

� Ñàì òû ëæåö! � ñêàçàë ïÿòûé ÷åòâ¼ðòîìó.

Ñêîëüêî ðûöàðåé áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå. Ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ íå áîëåå îäíîãî ðûöàðÿ, òàê êàê îíè âñå äàþò ðàçíûå îòâåòû. Åñëè

ðàññìîòðåòü 4-ãî è 5-ãî, òî îäèí èç íèõ ðûöàðü, à äðóãîé ëæåö. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî ðûöàðåé îäèí

èëè äâà. Â ëþáîì ñëó÷àå èç ïåðâûõ òð¼õ îäèí ñêàçàë ïðàâäó. Çíà÷èò, ðûöàðåé äâà: âòîðîé è ïÿòûé.

2. Ïåðâîêëàññíèê Ïåòÿ âûêëàäûâàë èç èìåþùèõñÿ ó íåãî ôèøåê êîíòóð ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-

íèêà òàê, ÷òî êàæäàÿ åãî ñòîðîíà, âêëþ÷àÿ âåðøèíû, ñîäåðæèò îäèíàêîâîå ÷èñëî ôèøåê. Çàòåì èç òåõ

æå ôèøåê åìó óäàëîñü âûëîæèòü òàêèì æå îáðàçîì êîíòóð êâàäðàòà. Ñêîëüêî ôèøåê ó Ïåòè, åñëè

ñòîðîíà êâàäðàòà ñîäåðæèò íà 2 ôèøêè ìåíüøå, ÷åì ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà?

Îòâåò: 24.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ñîäåðæèò x ôèøåê, à ñòîðîíà êâàäðàòà � y ôèøåê. Îáùåå

êîëè÷åñòâî ôèøåê, ïîäñ÷èòàííîå äâóìÿ ñïîñîáàìè, ðàâíî 3x − 3 = 4y − 4 (ó÷èòûâàåì, ÷òî óãëîâûå

ôèøêè ñ÷èòàþòñÿ ïî äâà ðàçà). Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî y = x−2. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

3(x− 1) = 4(x− 3), îòêóäà x = 9. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ôèøåê 3 · 9− 3 = 24.

3. Ïåòðîâ è Âàñå÷êèí ðåøàëè îäèí è òîò æå àðèôìåòè÷åñêèé ïðèìåð. Íåêîòîðîå ÷èñëî íàäî áûëî

ðàçäåëèòü íà 2, óìíîæèòü íà 7 è îòíÿòü 1001. Ïåòðîâ ïðîèçâ¼ë âñå äåéñòâèÿ ïðàâèëüíî, à Âàñå÷êèí

âñ¼ ïåðåïóòàë: ïîäåëèë íà 8, âîçâ¼ë â êâàäðàò è òîæå îòíÿë 1001. Èçâåñòíî, ÷òî ó Ïåòðîâà ïîëó÷èëîñü

ïðîñòîå ÷èñëî. Êàêîå ÷èñëî ïîëó÷èëîñü ó Âàñå÷êèíà?

Îòâåò: 295.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 1001 äåëèòñÿ íà 7 áåç îñòàòêà. Çíà÷èò, ÷èñëî, êîòîðîå ïîëó÷èë Ïåòðîâ,

äîëæíî áûòü êðàòíî 7. Íî îíî ïðîñòîå, ïîýòîìó Ïåòðîâ ïîëó÷èë 7. Ïðîâåä¼ì äåéñòâèÿ Ïåòðîâà â

îáðàòíîì ïîðÿäêå è ïîëó÷èì èñõîäíîå ÷èñëî: 7+1001
7 · 2 = 288. Ïîâòîðèì ñ íèì äåéñòâèÿ Âàñå÷êèíà:

(288 : 2)2 − 1001 = 295.

4. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n êâàäðàòèðóåìûì, åñëè ÷èñëà îò 1 äî n ìîæíî ðàññòàâèòü â òà-

êîì ïîðÿäêå, ÷òî êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñóììå ñî ñâîèì íîìåðîì äà¼ò òî÷íûé êâàä-

ðàò. Íàïðèìåð, ÷èñëî 5 êâàäðàòèðóåìî, òàê êàê ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà òàê: 3 2 1 5 4, ïðè ýòîì

3 + 1 = 2 + 2 = 1 + 3 = 4 è 5 + 4 = 4 + 5 = 9. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ÷èñåë 7, 9, 11, 15 ÿâëÿþòñÿ

êâàäðàòèðóåìûìè.

Îòâåò: 9 è 15.

Ðåøåíèå. ×èñëî 7 íå ìîæåò áûòü êâàäðàòèðóåìûì, ïîñêîëüêó îáà ÷èñëà 1 è 6 äîëæíû íàõîäèòüñÿ

íà òðåòüåé ïîçèöèè, ÷òî íåâîçìîæíî.

×èñëî 9 êâàäðàòèðóåìî, òàê êàê ÷èñëà îò 1 äî 9 ìîæíî ðàññòàâèòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: 8, 2, 6,

5, 4, 3, 9, 1, 7, ïðè ýòîì òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíåíî.

×èñëî 11 íå êâàäðàòèðóåìî, ïîñêîëüêó îáà ÷èñëà 11 è 4 äîëæíû ñòîÿòü íà ïÿòîé ïîçèöèè.

×èñëî 15 êâàäðàòèðóåìî, ïîñêîëüêó ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 15 ïî óáûâàíèþ, è òîãäà

1 + 15 = 2 + 14 = . . . = 15 + 1 = 16.

1



5. ×èñëà îò 1 äî 8 ðàññòàâëåíû â âåðøèíàõ êóáà òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ òð¼õ âåðøèíàõ,

íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé ãðàíè, áûëà íå ìåíåå 10. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ

â âåðøèíàõ îäíîé ãðàíè?

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Â êàæäîé ãðàíè åñòü âåðøèíà, â êîòîðîé ñòîèò ÷èñëî, íå

ìåíüøåå 6. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíà èç òðîåê äàæå èç

îñòàâøèõñÿ íàèáîëüøèõ ÷èñåë 2, 3, 4, 5 äà¼ò ñóììó, ìåíüøóþ 10 (à èìåí-

íî òðîéêà 2, 3, 4 ñ ñóììîé 9).

Ðàññìîòðèì ãðàíü, ñîäåðæàùóþ âåðøèíó, â êîòîðîé ñòîèò ÷èñëî 6.

Ïîñêîëüêó ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â îñòàëüíûõ òð¼õ âåðøèíàõ, íå ìåíüøå

10, ñóììà âñåõ ÷èñåë â âåðøèíàõ ýòîé ãðàíè íå ìåíüøå 16.

Ïðèìåð ðàññòàíîâêè, ïðè êîòîðîé íàèìåíüøàÿ ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ

â âåðøèíàõ îäíîé ãðàíè, ðàâíà 16, ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå: ñóììà ÷èñåë â

ïåðåäíåé ãðàíè ðàâíà 2 + 3 + 5 + 6 = 16.

6. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå (ñòîðîíà êëåòêè 1 ñì) íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò

íà ëèíèÿõ ñåòêè, ïðè÷¼ì îäíà ñòîðîíà íà 5 ñì ìåíüøå äðóãîé. Îêàçàëîñü, ÷òî åãî ìîæíî ðàçðåçàòü ïî

ëèíèÿì ñåòêè íà íåñêîëüêî ÷àñòåé è ñëîæèòü èç íèõ êâàäðàò. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà ñòîðîíà ýòîãî

êâàäðàòà? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.

Îòâåò: 6 ñì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü á�îëüøàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà k ñì, k > 5, à ñòîðîíà ïîëó÷åííîãî êâàäðà-
òà ðàâíà n ñì. Òîãäà èç ðàâåíñòâà ïëîùàäåé ïîëó÷àåì k(k−5) = n2. Çàìåòèì, ÷òî k2−5k < k2−4k+4 =
(k − 2)2. Êðîìå òîãî, k2 − 5k > k2 − 6k + 9 = (k − 3)2 ïðè k > 9. Çíà÷èò, 6 6 k 6 9. Ïðè k = 6, 7, 8, 9
ïîëó÷àåì, ÷òî k(k − 5) ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî 6 · 1 = 6, 7 · 2 = 14, 8 · 3 = 24, 9 · 4 = 36. Èç ýòèõ çíà÷åíèé

êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå, ïðè÷¼ì n = 6. Ðàçðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê

9× 4 ïî ëèíèÿì ñåòêè è ñëîæèòü èç íåãî êâàäðàò 6× 6 ìîæíî ìíîæåñòâîì ñïîñîáîâ.

7. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 5, óïîðÿäî÷èëè ïî âîçðàñòàíèþ.

Êàêîå ÷èñëî ñòîèò íà 125-ì ìåñòå?

Îòâåò: 41000.

Ðåøåíèå. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî n-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 5, äëÿ

êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n. Âû÷òåì èç ñòàðøåãî ðàçðÿäà 1, ïîëó÷èì ÷èñëî (êîòîðîå ìîæåò òåïåðü íà-

÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ), ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 4. Ïðåäñòàâèì ðàçðÿäû ýòîãî ÷èñëà â âèäå ÿ÷ååê, â

êàæäîé èç êîòîðûõ ëåæèò ÷èñëî øàðîâ, ðàâíîå öèôðå, ñòîÿùåé â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçðÿäå. Ðàç-

ëîæèòü òàêèì îáðàçîì 4 øàðà ïî n ÿ÷åéêàì � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ìåæäó 4 øàðàìè óñòàíîâèòü

n−1 ïåðåãîðîäêó (ìåæäó íåêîòîðûìè ïåðåãîðîäêàìè øàðîâ ìîæåò íå áûòü âîâñå). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

C4
n+3 =

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)n

24
ñïîñîáàìè, ñòîëüêî æå ñóùåñòâóåò èñêîìûõ n-çíà÷íûõ ÷èñåë.

Ïðè n = 1, 2, 3, 4, 5 ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî C4
4 = 1, C4

5 = 5, C4
6 = 15, C4

7 = 35, C4
8 = 70, èòîãî 126

÷èñåë. Íà 126-ì ìåñòå ñòîèò íàáîëüøåå ïÿòèçíà÷íîå òàêîå ÷èñëî, ò. å. 50000. Çíà÷èò, íà 125-ì ìåñòå

ñòîèò ïðåäûäóùåå � 41000.
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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2017/2018 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 7�8 êëàññîâ

Óñëîâèÿ çàäàíèé, ðåøåíèÿ è îòâåòû ê íèì

1. Íà îñòðîâå ðûöàðåé è ëæåöîâ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòî-

ðûå âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû ïÿòåðûõ æèòåëåé ýòîãî îñòðîâà ïî î÷åðåäè ñïðîñèëè, ñêîëüêî ñðåäè íèõ

ðûöàðåé.

� Îäèí, � îòâåòèë ïåðâûé.

� Äâà, � îòâåòèë âòîðîé.

� Òðè, � îòâåòèë òðåòèé.

� Íå âåðüòå èì, îíè âñå ëæåöû, � ñêàçàë ÷åòâ¼ðòûé.

� Ñàì òû ëæåö! � ñêàçàë ïÿòûé ÷åòâ¼ðòîìó.

Ñêîëüêî ðûöàðåé áûëî íà ñàìîì äåëå?

Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå. Ñðåäè ïåðâûõ òð¼õ íå áîëåå îäíîãî ðûöàðÿ, òàê êàê îíè âñå äàþò ðàçíûå îòâåòû. Åñëè

ðàññìîòðåòü 4-ãî è 5-ãî, òî îäèí èç íèõ ðûöàðü, à äðóãîé ëæåö. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî ðûöàðåé îäèí

èëè äâà. Â ëþáîì ñëó÷àå èç ïåðâûõ òð¼õ îäèí ñêàçàë ïðàâäó. Çíà÷èò, ðûöàðåé äâà: âòîðîé è ïÿòûé.

2. Ïåðâîêëàññíèê Ïåòÿ âûêëàäûâàë èç èìåþùèõñÿ ó íåãî ôèøåê êîíòóð ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-

íèêà òàê, ÷òî êàæäàÿ åãî ñòîðîíà, âêëþ÷àÿ âåðøèíû, ñîäåðæèò îäèíàêîâîå ÷èñëî ôèøåê. Çàòåì èç òåõ

æå ôèøåê åìó óäàëîñü âûëîæèòü òàêèì æå îáðàçîì êîíòóð êâàäðàòà. Ñêîëüêî ôèøåê ó Ïåòè, åñëè

ñòîðîíà êâàäðàòà ñîäåðæèò íà 2 ôèøêè ìåíüøå, ÷åì ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà?

Îòâåò: 24.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ñîäåðæèò x ôèøåê, à ñòîðîíà êâàäðàòà � y ôèøåê. Îáùåå

êîëè÷åñòâî ôèøåê, ïîäñ÷èòàííîå äâóìÿ ñïîñîáàìè, ðàâíî 3x − 3 = 4y − 4 (ó÷èòûâàåì, ÷òî óãëîâûå

ôèøêè ñ÷èòàþòñÿ ïî äâà ðàçà). Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî y = x−2. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

3(x− 1) = 4(x− 3), îòêóäà x = 9. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ôèøåê 3 · 9− 3 = 24.

3. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n êâàäðàòèðóåìûì, åñëè ÷èñëà îò 1 äî n ìîæíî ðàññòàâèòü â òà-

êîì ïîðÿäêå, ÷òî êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñóììå ñî ñâîèì íîìåðîì äà¼ò òî÷íûé êâàä-

ðàò. Íàïðèìåð, ÷èñëî 5 êâàäðàòèðóåìî, òàê êàê ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà òàê: 3 2 1 5 4, ïðè ýòîì

3 + 1 = 2 + 2 = 1 + 3 = 4 è 5 + 4 = 4 + 5 = 9. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ÷èñåë 7, 9, 11, 15 ÿâëÿþòñÿ

êâàäðàòèðóåìûìè.

Îòâåò: 9 è 15.

Ðåøåíèå. ×èñëî 7 íå ìîæåò áûòü êâàäðàòèðóåìûì, ïîñêîëüêó îáà ÷èñëà 1 è 6 äîëæíû íàõîäèòüñÿ

íà òðåòüåé ïîçèöèè, ÷òî íåâîçìîæíî.

×èñëî 9 êâàäðàòèðóåìî, òàê êàê ÷èñëà îò 1 äî 9 ìîæíî ðàññòàâèòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: 8, 2, 6,

5, 4, 3, 9, 1, 7, ïðè ýòîì òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíåíî.

×èñëî 11 íå êâàäðàòèðóåìî, ïîñêîëüêó îáà ÷èñëà 11 è 4 äîëæíû ñòîÿòü íà ïÿòîé ïîçèöèè.

×èñëî 15 êâàäðàòèðóåìî, ïîñêîëüêó ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 15 ïî óáûâàíèþ, è òîãäà

1 + 15 = 2 + 14 = . . . = 15 + 1 = 16.

4. ×èñëà îò 1 äî 8 ðàññòàâëåíû â âåðøèíàõ êóáà òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ òð¼õ âåðøèíàõ,

íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé ãðàíè, áûëà íå ìåíåå 10. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ

â âåðøèíàõ îäíîé ãðàíè?

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Â êàæäîé ãðàíè åñòü âåðøèíà, â êîòîðîé ñòîèò ÷èñëî, íå

ìåíüøåå 6. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíà èç òðîåê äàæå èç

îñòàâøèõñÿ íàèáîëüøèõ ÷èñåë 2, 3, 4, 5 äà¼ò ñóììó, ìåíüøóþ 10 (à èìåí-

íî òðîéêà 2, 3, 4 ñ ñóììîé 9).

Ðàññìîòðèì ãðàíü, ñîäåðæàùóþ âåðøèíó, â êîòîðîé ñòîèò ÷èñëî 6.

Ïîñêîëüêó ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â îñòàëüíûõ òð¼õ âåðøèíàõ, íå ìåíüøå

10, ñóììà âñåõ ÷èñåë â âåðøèíàõ ýòîé ãðàíè íå ìåíüøå 16.
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Ïðèìåð ðàññòàíîâêè, ïðè êîòîðîé íàèìåíüøàÿ ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ îäíîé ãðàíè,

ðàâíà 16, ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå: ñóììà ÷èñåë â ïåðåäíåé ãðàíè ðàâíà 2 + 3 + 5 + 6 = 16.

5. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå (ñòîðîíà êëåòêè 1 ñì) íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò

íà ëèíèÿõ ñåòêè, ïðè÷¼ì îäíà ñòîðîíà íà 7 ñì ìåíüøå äðóãîé. Îêàçàëîñü, ÷òî åãî ìîæíî ðàçðåçàòü ïî

ëèíèÿì ñåòêè íà íåñêîëüêî ÷àñòåé è ñëîæèòü èç íèõ êâàäðàò. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà ñòîðîíà ýòîãî

êâàäðàòà? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.

Îòâåò: 6 ñì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü á�îëüøàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà k ñì, k > 7, à ñòîðîíà ïîëó÷åííîãî êâàä-
ðàòà ðàâíà n ñì. Òîãäà èç ðàâåíñòâà ïëîùàäåé ïîëó÷àåì k(k − 7) = n2. Ïîñêîëüêó n < k, ïîëîæèì
n = k −m, ãäå m > 1. Òîãäà k2 − 7k = (k −m)2, k2 − 7k = k2 − 2mk + m2, îòêóäà m(2k −m) = 7k.
Ñëåäîâàòåëüíî, îäíî èç ÷èñåë m èëè 2k −m äåëèòñÿ íà 7.

Åñëè m = 7s, òî ïîëó÷àåì s(2k − 7s) = k, îòêóäà

k =
7s2

2s− 1
= 7

(
s

2
+

1

4
+

1

4(2s− 1)

)
⇒ 4k = 14s+ 7 +

7

2s− 1
.

Çíà÷èò, 7 äåëèòñÿ íà 2s− 1, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè s = 1 èëè s = 4. Â ïåðâîì ñëó÷àå m = 7, k = 7
è n = 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì m = 28, k = 16 è n = 12.

Ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì 2k −m äåëèòñÿ íà 7, ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó çàìåíîé m1 = 2k −m, m =
2k −m1.

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå n ðàâíî 12, ïðè ýòîì k = 16. Ðàçðåçàòü ïðÿìî-

óãîëüíèê 16× 9 ïî ëèíèÿì ñåòêè è ñëîæèòü èç íåãî êâàäðàò 12× 12 ìîæíî ìíîæåñòâîì ñïîñîáîâ.

6. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 5, óïîðÿäî÷èëè ïî âîçðàñòàíèþ.

Êàêîå ÷èñëî ñòîèò íà 125-ì ìåñòå?

Îòâåò: 41000.

Ðåøåíèå. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî n-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 5, äëÿ

êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n. Âû÷òåì èç ñòàðøåãî ðàçðÿäà 1, ïîëó÷èì ÷èñëî (êîòîðîå ìîæåò òåïåðü íà-

÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ), ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 4. Ïðåäñòàâèì ðàçðÿäû ýòîãî ÷èñëà â âèäå ÿ÷ååê, â

êàæäîé èç êîòîðûõ ëåæèò ÷èñëî øàðîâ, ðàâíîå öèôðå, ñòîÿùåé â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçðÿäå. Ðàç-

ëîæèòü òàêèì îáðàçîì 4 øàðà ïî n ÿ÷åéêàì � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ìåæäó 4 øàðàìè óñòàíîâèòü

n−1 ïåðåãîðîäêó (ìåæäó íåêîòîðûìè ïåðåãîðîäêàìè øàðîâ ìîæåò íå áûòü âîâñå). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

C4
n+3 =

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)n

24
ñïîñîáàìè, ñòîëüêî æå ñóùåñòâóåò èñêîìûõ n-çíà÷íûõ ÷èñåë.

Ïðè n = 1, 2, 3, 4, 5 ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî C4
4 = 1, C4

5 = 5, C4
6 = 15, C4

7 = 35, C4
8 = 70, èòîãî 126

÷èñåë. Íà 126-ì ìåñòå ñòîèò íàáîëüøåå ïÿòèçíà÷íîå òàêîå ÷èñëî, ò. å. 50000. Çíà÷èò, íà 125-ì ìåñòå

ñòîèò ïðåäûäóùåå � 41000.

7. Â ¾Äðàêîíüåì ïîêåðå¿ â êîëîäå ÷åòûðå ìàñòè. Òóç ïðèíîñèò 1 î÷êî, âàëåò � 2 î÷êà, äâîéêà � 22,
òðîéêà � 23, . . ., äåñÿòêà � 210 = 1024 î÷êà. Êîðîëè è äàìû îòñóòñòâóþò. Ìîæíî âûáèðàòü èç êîëîäû

ëþáîå êîëè÷åñòâî êàðò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî íàáðàòü 2018 î÷êîâ?

Îòâåò: C3
2021 = 1373734330.

Ðåøåíèå. Â ëþáîé ìàñòè ìîæíî íàáðàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ îò 0 äî 2047, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì

îáðàçîì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê: íàäî çàïèñàòü ýòî êîëè÷åñòâî â äâîè÷íîé ñèñòåìå è âûáðàòü êàðòû,

ñîîòâåòñòâóþùèå äâîè÷íûì ðàçðÿäàì, ñîäåðæàùèì 1 (ò. å. åñëè â k-ì ðàçðÿäå ñòîèò 1, òî ñëåäóåò âçÿòü

êàðòó, ïðèíîñÿùóþ 2k î÷êîâ).
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ ÷èñëà 2018 íà 4 íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ñëàãàåìûõ.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïîëó÷èì èñêîìîå ÷èñëî ñïîñîáîâ: C3
2021 = 1373734330.
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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2017/2018 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 9 êëàññà

Óñëîâèÿ çàäàíèé, ðåøåíèÿ è îòâåòû ê íèì

1. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n êâàäðàòèðóåìûì, åñëè ÷èñëà îò 1 äî n ìîæíî ðàññòàâèòü â òà-

êîì ïîðÿäêå, ÷òî êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñóììå ñî ñâîèì íîìåðîì äà¼ò òî÷íûé êâàä-

ðàò. Íàïðèìåð, ÷èñëî 5 êâàäðàòèðóåìî, òàê êàê ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà òàê: 3 2 1 5 4, ïðè ýòîì

3 + 1 = 2 + 2 = 1 + 3 = 4 è 5 + 4 = 4 + 5 = 9. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ÷èñåë 7, 9, 11, 15 ÿâëÿþòñÿ

êâàäðàòèðóåìûìè.

Îòâåò: 9 è 15.

Ðåøåíèå. ×èñëî 7 íå ìîæåò áûòü êâàäðàòèðóåìûì, ïîñêîëüêó îáà ÷èñëà 1 è 6 äîëæíû íàõîäèòüñÿ

íà òðåòüåé ïîçèöèè, ÷òî íåâîçìîæíî.

×èñëî 9 êâàäðàòèðóåìî, òàê êàê ÷èñëà îò 1 äî 9 ìîæíî ðàññòàâèòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: 8, 2, 6,

5, 4, 3, 9, 1, 7, ïðè ýòîì òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíåíî.

×èñëî 11 íå êâàäðàòèðóåìî, ïîñêîëüêó îáà ÷èñëà 11 è 4 äîëæíû ñòîÿòü íà ïÿòîé ïîçèöèè.

×èñëî 15 êâàäðàòèðóåìî, ïîñêîëüêó ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 15 ïî óáûâàíèþ, è òîãäà

1 + 15 = 2 + 14 = . . . = 15 + 1 = 16.

2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè âûñîòà, ïðîâåä¼ííàÿ èç ïðÿìîãî óãëà,

ðàçáèâàåò åãî íà äâà òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðûõ ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâíû 3 è 4.

Îòâåò: 150.

Ðåøåíèå. Îòíîøåíèå ðàäèóñîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâíî êîýôôèöèåíòó ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëü-

íûõ òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå âûñîòà ðàçáèâàåò èñõîäíûé òðåóãîëüíèê. Ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí

îòíîøåíèþ êàòåòîâ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Îáîçíà÷èì ýòè êàòåòû ÷åðåç 3x è 4x. Ïî òåîðåìå Ïè-

ôàãîðà ãèïîòåíóçà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 5x, à ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè â ñèëó

ïîäîáèÿ ðàâåí 5. Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì 2r = a+ b− c äëÿ ðàäèóñà âïèñàííîé îêðóæíîñòè (ãäå a è b �
êàòåòû, c � ãèïîòåíóçà), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: 10 = 3x+4x− 5x, îòêóäà x = 5. Òàêèì îáðàçîì, êàòåòû

èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 15 è 20, à åãî ïëîùàäü ðàâíà S = 1
2 · 15 · 20 = 150.

3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
1

1− x2
+

4

4− y2
ïðè óñëîâèÿõ |x| < 1, |y| < 2 è xy = 1.

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì,

ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ íà x è y ïîëó÷àåì

1

1− x2
+

4

4− y2
> 2

√
1

1− x2
· 4

4− y2
=

4√
5− 4x2 − y2

=
4√

1− (2x− y)2
> 4,

ïðè÷¼ì âñå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, åñëè 2x = y è xy = 1, ò. å. x = 1√
2
, y =

√
2.

4. ×èñëà îò 1 äî 8 ðàññòàâëåíû â âåðøèíàõ êóáà òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ òð¼õ âåðøèíàõ,

íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé ãðàíè, áûëà íå ìåíåå 10. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ

â âåðøèíàõ îäíîé ãðàíè?

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Â êàæäîé ãðàíè åñòü âåðøèíà, â êîòîðîé ñòîèò ÷èñëî, íå ìåíü-

øåå 6. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíà èç òðîåê äàæå èç îñòàâøèõ-

ñÿ íàèáîëüøèõ ÷èñåë 2, 3, 4, 5 äà¼ò ñóììó, ìåíüøóþ 10 (à èìåííî òðîéêà

2, 3, 4 ñ ñóììîé 9).

Ðàññìîòðèì ãðàíü, ñîäåðæàùóþ âåðøèíó, â êîòîðîé ñòîèò ÷èñëî 6. Ïî-

ñêîëüêó ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â îñòàëüíûõ òð¼õ âåðøèíàõ, íå ìåíüøå 10,

ñóììà âñåõ ÷èñåë â âåðøèíàõ ýòîé ãðàíè íå ìåíüøå 16.

Ïðèìåð ðàññòàíîâêè, ïðè êîòîðîé íàèìåíüøàÿ ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ îäíîé ãðàíè,

ðàâíà 16, ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå: ñóììà ÷èñåë â ïåðåäíåé ãðàíè ðàâíà 2 + 3 + 5 + 6 = 16.
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5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî k2 − 101k ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, ò. å.

êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà.

Îòâåò: 101 èëè 2601.

Ðåøåíèå.Ïóñòü k2−101k = (k−m)2,m > 1, òîãäà k2−101k = k2−2mk+m2, îòêóäàm(2k−m) = 101k.
Ïîñêîëüêó ÷èñëî 101 ïðîñòîå, îäíî èç ÷èñåë m èëè 2k −m äåëèòñÿ íà 101.

Åñëè m = 101s, òî ïîëó÷àåì s(2k − 101s) = k, îòêóäà

k =
101s2

2s− 1
= 101

(
s

2
+

1

4
+

1

4(2s− 1)

)
⇒ 4k = 202s+ 101 +

101

2s− 1
.

Çíà÷èò, 101 äåëèòñÿ íà 2s−1, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî åñëè 2s−1 = 1 èëè 2s−1 = 101, ò. å. ñîîòâåòñòâåííî
s = 1 èëè s = 51. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì m = k = 101, à âî âòîðîì m = 101 · 51, k = 512 = 2601.

Ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì 2k − m äåëèòñÿ íà 101, ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó çàìåíîé m1 = 2k − m,

m = 2k −m1.

6. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 5, óïîðÿäî÷èëè ïî âîçðàñòàíèþ.

Êàêîå ÷èñëî ñòîèò íà 125-ì ìåñòå?

Îòâåò: 41000.

Ðåøåíèå. Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî n-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 5, äëÿ

êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n. Âû÷òåì èç ñòàðøåãî ðàçðÿäà 1, ïîëó÷èì ÷èñëî (êîòîðîå ìîæåò òåïåðü íà-

÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ), ñóììà öèôð êîòîðîãî ðàâíà 4. Ïðåäñòàâèì ðàçðÿäû ýòîãî ÷èñëà â âèäå ÿ÷ååê, â

êàæäîé èç êîòîðûõ ëåæèò ÷èñëî øàðîâ, ðàâíîå öèôðå, ñòîÿùåé â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçðÿäå. Ðàç-

ëîæèòü òàêèì îáðàçîì 4 øàðà ïî n ÿ÷åéêàì � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ìåæäó 4 øàðàìè óñòàíîâèòü

n−1 ïåðåãîðîäêó (ìåæäó íåêîòîðûìè ïåðåãîðîäêàìè øàðîâ ìîæåò íå áûòü âîâñå). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

C4
n+3 =

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)n

24
ñïîñîáàìè, ñòîëüêî æå ñóùåñòâóåò èñêîìûõ n-çíà÷íûõ ÷èñåë.

Ïðè n = 1, 2, 3, 4, 5 ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî C4
4 = 1, C4

5 = 5, C4
6 = 15, C4

7 = 35, C4
8 = 70, èòîãî 126

÷èñåë. Íà 126-ì ìåñòå ñòîèò íàáîëüøåå ïÿòèçíà÷íîå òàêîå ÷èñëî, ò. å. 50000. Çíà÷èò, íà 125-ì ìåñòå

ñòîèò ïðåäûäóùåå � 41000.

7. Â ¾Äðàêîíüåì ïîêåðå¿ â êîëîäå ÷åòûðå ìàñòè. Òóç ïðèíîñèò 1 î÷êî, âàëåò � 2 î÷êà, äâîéêà � 22,
òðîéêà � 23, . . ., äåñÿòêà � 210 = 1024 î÷êà. Êîðîëè è äàìû îòñóòñòâóþò. Ìîæíî âûáèðàòü èç êîëîäû

ëþáîå êîëè÷åñòâî êàðò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî íàáðàòü 2018 î÷êîâ?

Îòâåò: C3
2021 = 1373734330.

Ðåøåíèå. Â ëþáîé ìàñòè ìîæíî íàáðàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ îò 0 äî 2047, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì

îáðàçîì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê: íàäî çàïèñàòü ýòî êîëè÷åñòâî â äâîè÷íîé ñèñòåìå è âûáðàòü êàðòû,

ñîîòâåòñòâóþùèå äâîè÷íûì ðàçðÿäàì, ñîäåðæàùèì 1 (ò. å. åñëè â k-ì ðàçðÿäå ñòîèò 1, òî ñëåäóåò âçÿòü

êàðòó, ïðèíîñÿùóþ 2k î÷êîâ).
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ ÷èñëà 2018 íà 4 íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ñëàãàåìûõ.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïîëó÷èì èñêîìîå ÷èñëî ñïîñîáîâ: C3
2021 = 1373734330.

8. Ìîëü ïðîåëà â êîâðå äûðêó â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 10 ñì è 4 ñì. Íàéäèòå

íàèìåíüøèé ðàçìåð êâàäðàòíîé çàïëàòêè, êîòîðîé ìîæíî çàêðûòü ýòó äûðêó (çàïëàòêà çàêðûâàåò

äûðêó, åñëè âñå òî÷êè ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæàò âíóòðè êâàäðàòà èëè íà åãî ãðàíèöå).

Îòâåò: 7
√
2× 7

√
2 ñì.

Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ íàéòè êâàäðàò ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà, âíóòðè

êîòîðîãî ìîæíî ïîìåñòèòü ïðÿìîóãîëüíèê 10× 4 ñì. Åñëè ìåíåå 4 âåð-

øèí ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæàò íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà, òî ìîæíî óìåíüøèòü

ðàçìåð êâàäðàòà, ïîâîðà÷èâàÿ åãî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïóñòü

âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà A, B, C è D ëåæàò íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà

EFGH (ñì. ðèñóíîê).

Òðåóãîëüíèêè AEB è BFC ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 5 : 2. Îáîçíà-
÷èì AE = 5a, EB = 5b, BF = 2a, FC = 2b. Àíàëîãè÷íî, òðåóãîëüíèêè
BFC è CGD ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 2 : 5, ñëåäîâàòåëüíî, CG = 5a,
GD = 5b. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

5a+ 2b, à ñ äðóãîé ñòîðîíû 2a+ 5b. Ñëåäîâàòåëüíî, a = b. Çíà÷èò, îñòðûå óãëû òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû

ïî 45 ãðàäóñîâ, îòêóäà íàõîäèì a = b =
√
2. Òîãäà ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà 7

√
2 ñì.
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Если суммарное количество баллов было больше 100, то выставлялось 100 баллов. 

ЛОМОНОСОВ – 2018. МАТЕМАТИКА. Критерии проверки 
 

Задача № 1 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Найдены верные промежутки по отношению к точкам 0 и 1, кото-

рым принадлежат каждая из данных в условии четырёх точек, но 

ответ в явном виде не предъявлен 

± 10 

Выяснено, что вторая и третья точки принадлежат интервалу (0;1) 

ИЛИ что первая и четвёртая точки лежат вне отрезка [0;1] 
∓ 5 

   

 

Задача № 2 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Арифметическая ошибка при вычислении суммы первых 2018 

(2017) членов геометрической прогрессии 
± 10 

Замечание. Не следует требовать обоснования того, что число с бесконечным числом знаков 

корня (равное второму числу из условия) существует и больше первого из данных в условии 

 

Задача № 3 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Найден лишь один из двух возможных вариантов ответа ± 10 

Доказано, что треугольник ABC равнобедренный, но ответ на во-

прос задачи получен неверный или не получен 

ИЛИ не доказано, что треугольник равнобедренный, но с исполь-

зованием этого предположения получен ответ или часть ответа 

∓ 5 

   

 

Задача № 4 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

В качестве ответа дано правильное число страниц в альбоме, а не 

число фотографий в альбоме •
+  15 

Из-за арифметической ошибки при решении неравенств получен 

неверный ответ, но в целом решение идейно верное  
± 10 

   

 

Задача № 5 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Верно найдено решение неравенства относительно arccos x или 

arcsin x, но ответ относительно переменной x неверный  

ИЛИ в ответ включена выколотая точка 

± 10 

Задача верно сведена к решению системы уравнений и неравенств ∓ 5 



относительно u = arccos x и v = arcsin x, но эта система не решена 

ИЛИ в решении с применением тригонометрических функций к 

внешним аркфункциям задача верно сведена к неравенству на 

внутренние аркфункции, но не доведена до ответа  

 

Задача № 6 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Верно и обоснованно найден только один из двух искомых набо-

ров, а второй не найден или найден неверно (например, из-за пред-

положения о положительности логарифмов или арифм. ошибки) 

± 10 

Обоснование отсутствия других решений, кроме двух верно 

найденных, неполное или отсутствует 
∓ 5 

Задача сведена к решению системы уравнений относительно пере-

менных ak (без логарифмов), но эта система не решена 
– 0 

 

Задача № 7 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Получен верный ответ, но имеются недостатки в обосновании его 

максимальности (минимальности): например, не исследован знак 

производной, а лишь найден её корень (корни) и использован для 

получения ответа 

ИЛИ арифметическая ошибка в конце идейно верного решения 

± 10 

Верно найдена производная и произведена замена t = sin x (t = cos 

x), независимо от порядка этих действий, а затем корень (корни) 

производной подобран, но не доказано, что других нет 

∓ 5 

Замечание. В вариантах 1 и 3 не следует снижать оценку за отсутствие сравнения g(-1) и g(π/4).  

 

Задача № 8 а) = 10 баллов Плюсы-минусы Балл 

При идейно верном решении получен неверный ответ из-за ариф-

метической ошибки 
± 5 

   

 

Задача № 8 б) = 10 баллов Плюсы-минусы Балл 

При идейно верном решении получен неверный ответ из-за ариф-

метической ошибки 
± 5 

   

 

 


