
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2018/2019 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 10�11 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)

1.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
2− x = −x. Â îòâåò çàïèøèòå öåëûé êîðåíü, åñëè îí îäèí, è ñóììó

öåëûõ êîðíåé, åñëè èõ íåñêîëüêî.
Îòâåò. −2.
1.2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

√
6− x = −x. Â îòâåò çàïèøèòå öåëûé êîðåíü, åñëè îí îäèí, è ñóììó

öåëûõ êîðíåé, åñëè èõ íåñêîëüêî.
Îòâåò. −3.

2.1. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ïðÿìîé y = 9− 3x è îñÿìè êîîðäèíàò.
Îòâåò. 13.5.

2.2. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ïðÿìîé y = 15− 5x è îñÿìè êîîðäèíàò.
Îòâåò. 22.5.

3.1. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x + 19y = 2019 íàéäèòå òàêîå, äëÿ
êîòîðîãî âåëè÷èíà |x− y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.

Îòâåò. 2623.

Ðåøåíèå. Îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðà x = 100, y = 1. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé åñòü x = 100− 19n, y = 1+ 20n, n ∈ Z. Ìîäóëü ðàçíîñòè |x− y| =
|100 − 19n − 1 − 20n| = |99 − 39n| ìèíèìàëåí ïðè n = 3, à ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå åñòü
(x, y) = (43, 61). Â îòâåò çàïèñûâàåì xy = 43 · 61 = 2623.

3.2. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x − 19y = 2019 íàéäèòå òàêîå, äëÿ
êîòîðîãî âåëè÷èíà |x+ y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.

Îòâåò. −2623.
3.3. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x + 18y = 2018 íàéäèòå òàêîå, äëÿ

êîòîðîãî âåëè÷èíà |x− y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.
Îòâåò. 2805.

3.4. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x − 18y = 2018 íàéäèòå òàêîå, äëÿ
êîòîðîãî âåëè÷èíà |x+ y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.

Îòâåò. −2805.
3.5. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x + 17y = 2017 íàéäèòå òàêîå, äëÿ

êîòîðîãî âåëè÷èíà |x− y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.
Îòâåò. 2989.

3.6. Ñðåäè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 20x − 17y = 2017 íàéäèòå òàêîå, äëÿ
êîòîðîãî âåëè÷èíà |x+ y| ìèíèìàëüíà. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå xy.

Îòâåò. −2989.

4.1. Ïðåïîäàâàòåëü ëåòíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàãåðÿ âçÿë ñ ñîáîé íà âñ¼ ëåòî íåñêîëüêî
ðóáàøåê, íåñêîëüêî ïàð áðþê, íåñêîëüêî ïàð îáóâè è äâà ïèäæàêà. Íà êàæäîì óðîêå îí áûë â
áðþêàõ, â ðóáàøêå è â îáóâè, à ïèäæàê íàäåâàë íà íåêîòîðûõ óðîêàõ. Íà ëþáûõ äâóõ óðîêàõ
õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ åãî îäåæäû èëè îáóâè îòëè÷àëñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè áû îí âçÿë íà
îäíó ðóáàøêó áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 18 óðîêîâ áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó
áðþê áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 63 óðîêà áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó îáóâè áîëüøå,
òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 42 óðîêà áîëüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî óðîêîâ îí ñìîã áû ïðîâåñòè
ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

Îòâåò. 126.



Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðåïîäàâàòåëü ïðèâ¼ç ñ ñîáîé x ðóáàøåê, y ïàð áðþê, z ïàð îáóâè è 2 ïè-
äæàêà. Òîãäà îí ìîæåò ïðîâåñòè 3xyz óðîêîâ (÷èñëî 3 îçíà÷àåò: 2 óðîêà â êàæäîì èç ïèäæàêîâ
è 1 óðîê áåç ïèäæàêà). Åñëè ó íåãî áóäåò íà îäíó ðóáàøêó áîëüøå, òî êîëè÷åñòâî óðîêîâ âû-
ðàñòåò íà 3yz. Åñëè ó íåãî áóäåò íà îäíó ïàðó áðþê áîëüøå, òî êîëè÷åñòâî óðîêîâ âûðàñòåò
íà 3xz. Åñëè ó íåãî áóäåò íà îäíó ïàðó îáóâè áîëüøå, òî êîëè÷åñòâî óðîêîâ âûðàñòåò íà 3yz.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç òð¼õ óðàâíåíèé: 3yz = 18, 3xz = 63, 3xy = 42. Îòñþäà
yz = 6, xz = 21, xy = 14, è ïîýòîìó (xyz)2 = 6 · 21 · 14, xyz = 42 (õîòÿ ýòî è íå îáÿçàòåëüíî, íî
ìîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî x = 7, y = 2, z = 3). Èñêîìàÿ âåëè÷èíà: 3xyz = 126.

Çàìå÷àíèå. Âîçìîæåí âàðèàíò ïîíèìàíèÿ óñëîâèÿ çàäà÷è, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ íàéòè íàè-
áîëüøåå ÷èñëî óðîêîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåïîäàâàòåëü âîçüì¼ò ñ ñîáîé è ðóáàøåê, è áðþê, è
ïàð îáóâè íà 1 áîëüøå. Ñîîòâåòñòâóþùèé îòâåò 3(x+1)(y+1)(z+1) = 288 òàêæå çàñ÷èòûâàåòñÿ
êàê âåðíûé.

4.2. Ïðåïîäàâàòåëü ëåòíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàãåðÿ âçÿë ñ ñîáîé íà âñ¼ ëåòî íåñêîëüêî
ðóáàøåê, íåñêîëüêî ïàð áðþê, íåñêîëüêî ïàð îáóâè è äâà ïèäæàêà. Íà êàæäîì óðîêå îí áûë â
áðþêàõ, â ðóáàøêå è â îáóâè, à ïèäæàê íàäåâàë íà íåêîòîðûõ óðîêàõ. Íà ëþáûõ äâóõ óðîêàõ
õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ åãî îäåæäû èëè îáóâè îòëè÷àëñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè áû îí âçÿë íà
îäíó ðóáàøêó áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 18 óðîêîâ áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó
áðþê áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 54 óðîêà áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó îáóâè áîëüøå,
òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 36 óðîêîâ áîëüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî óðîêîâ îí ñìîã áû ïðîâåñòè
ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

Îòâåò. 108.

4.3. Ïðåïîäàâàòåëü ëåòíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàãåðÿ âçÿë ñ ñîáîé íà âñ¼ ëåòî íåñêîëüêî
ðóáàøåê, íåñêîëüêî ïàð áðþê, íåñêîëüêî ïàð îáóâè è äâà ïèäæàêà. Íà êàæäîì óðîêå îí áûë â
áðþêàõ, â ðóáàøêå è â îáóâè, à ïèäæàê íàäåâàë íà íåêîòîðûõ óðîêàõ. Íà ëþáûõ äâóõ óðîêàõ
õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ åãî îäåæäû èëè îáóâè îòëè÷àëñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè áû îí âçÿë
íà îäíó ðóáàøêó áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 36 óðîêîâ áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó
ïàðó áðþê áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 45 óðîêîâ áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó îáóâè
áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 60 óðîêîâ áîëüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî óðîêîâ îí ñìîã áû
ïðîâåñòè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

Îòâåò. 180.

4.4. Ïðåïîäàâàòåëü ëåòíåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàãåðÿ âçÿë ñ ñîáîé íà âñ¼ ëåòî íåñêîëüêî
ðóáàøåê, íåñêîëüêî ïàð áðþê, íåñêîëüêî ïàð îáóâè è äâà ïèäæàêà. Íà êàæäîì óðîêå îí áûë â
áðþêàõ, â ðóáàøêå è â îáóâè, à ïèäæàê íàäåâàë íà íåêîòîðûõ óðîêàõ. Íà ëþáûõ äâóõ óðîêàõ
õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ åãî îäåæäû èëè îáóâè îòëè÷àëñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè áû îí âçÿë íà
îäíó ðóáàøêó áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 36 óðîêîâ áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó
áðþê áîëüøå, òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 72 óðîêà áîëüøå; åñëè áû âçÿë íà îäíó ïàðó îáóâè áîëüøå,
òî ñìîã áû ïðîâåñòè íà 54 óðîêà áîëüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî óðîêîâ îí ñìîã áû ïðîâåñòè
ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

Îòâåò. 216.

Çàìå÷àíèå. Â âàðèàíòàõ 4.2, 4.3, 4.4 îòâåòû 252, 360, 420 ñîîòâåòñòâåííî òàêæå çàñ÷èòûâà-
þòñÿ êàê âåðíûå.

5.1. Íàéäèòå
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Îòâåò. −0.2.



Ðåøåíèå. Äëÿ ñóììû S1 èìååì
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Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî S1, ïîëó÷èì

S1 =
1− 22019

7 · 22019

(ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ ñóììû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè). Àíàëîãè÷íî äëÿ ñóììû S2 íàõîäèì
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5.2. Íàéäèòå
S2

S1

, ãäå

S1 =
1

22004
+

1

22003
− 1

22002
+ . . .+

1

23
+

1

22
− 1

2
, S2 =

1

2
+

1

22
− 1

23
+ . . .+

1

22002
+

1

22003
− 1

22004

(â îáåèõ ñóììàõ çíàêè ñëàãàåìûõ ÷åðåäóþòñÿ òàê: +,+,−,+,+,−,+,+,−, . . .).
Îòâåò. −5.

5.3. Íàéäèòå
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≈ −0.45.

5.4. Íàéäèòå
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Îòâåò. −2.2.

6.1. Íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè D è E. Îòðåç-
êè AE è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CDE, åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ ABF , ADF è BEF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

2
è 1

4
.

Îòâåò. 15
56
≈ 0.27.

Ðåøåíèå. Ïóñòü S1 = SAFD = 1
2
, S2 = SABF = 1, S3 = SBEF = 1

4
, S4 = SDEF , S5 = SCDE. Òàê

êàê îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ñ ðàâíûìè âûñîòàìè ðàâíî îòíîøåíèþ äëèí îñíîâà-
íèé, òî
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6.2. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè E è F . Îòðåç-
êè BF è CE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AEF , åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ BCD, BDE è CDF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

2
è 1

6
.

Îòâåò. 7
44
≈ 0.16.

6.3. Íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè D è E. Îòðåç-
êè AE è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CDE, åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ ABF , ADF è BEF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

3
è 1

4
.

Îòâåò. 5
33
≈ 0.15.

6.4. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè E è F . Îòðåç-
êè BF è CE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AEF , åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ BCD, BDE è CDF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

3
è 1

5
.

Îòâåò. 4
35
≈ 0.11.

6.5. Íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè D è E. Îòðåç-
êè AE è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CDE, åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ ABF , ADF è BEF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

4
è 1

5
.

Îòâåò. 3
38
≈ 0.08.

6.6. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè E è F . Îòðåç-
êè BF è CE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AEF , åñëè ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ BCD, BDE è CDF ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1, 1

3
è 1

6
.

Îòâåò. 14
153
≈ 0.09.

7.1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 cos
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5
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12πx
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= 2 cos

4πx
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(
3 + tg2

πx

5
− 2 tg

πx

5

)
.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó åãî êîðíåé íà îòðåçêå [−11; 19].
Îòâåò. 112.5.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì
πx

5
= z. Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé êîñèíóñà òðîéíîãî óãëà,

ïîëó÷èì
3 cos 4z + 4 cos3 4z − 3 cos 4z = 2 cos 4z · (3 + tg2 z − 2 tg z),

(2 cos2 4z − 3− tg2 z + 2 tg z) cos 4z = 0,[
cos 4z = 0,
2 cos2 4z = tg2 z − 2 tg z + 3,[
cos 4z = 0,
2(cos2 4z − 1) = (tg z − 1)2.

Òàê êàê âî âòîðîì óðàâíåíèè ñèñòåìû ëåâàÿ ÷àñòü íåïîëîæèòåëüíà, à ïðàâàÿ íåîòðèöàòåëüíà,
òî ïîëó÷àåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ 4z = π

2
+ 2πk (òî åñòü z = π

8
+ πk

4
), à èç âòîðîãî z = π

4
+ πn,

k, n ∈ Z. Ïîýòîìó x = 5
8
+ 5k

4
èëè x = 5

4
+ 5n, k, n ∈ Z.

Èç ïåðâîé ñåðèè íà îòðåçîê [−11; 19] ïîïàäóò 24 ÷èñëà ïðè k ∈ [−9; 14], èõ ñóììà ðàâíà

5

8
· 24 + 5

4
· (−9− 8− . . .− 1 + 0 + 1 + . . .+ 14) = 15 +

5

4
· (10 + 11 + . . .+ 14) = 15 + 75 = 90.

Èç âòîðîé ñåðèè íà îòðåçîê [−11; 19] ïîïàäóò 6 ÷èñåë ïðè k ∈ [−2; 3], èõ ñóììà ðàâíà

5

4
· 6 + 5 · (−2− 1 + 0 + 1 + 2 + 3) =

15

2
+ 15 =

45

2
.

Îáùàÿ ñóììà: 90 + 45
2
= 112.5.



7.2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 cos
2πx

3
+ cos 2πx = 2 cos

2πx

3

(
3 + tg2

πx

6
− 2 tg

πx

6

)
.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó åãî êîðíåé íà îòðåçêå [−12; 19].
Îòâåò. 86.25.

7.3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 cos
4πx

5
+ cos

12πx

5
= 2 cos

4πx

5

(
3 + tg2

πx

5
+ 2 tg

πx

5

)
.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó åãî êîðíåé íà îòðåçêå [−13; 17].
Îòâåò. 67.5.

7.4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 cos
2πx

3
+ cos 2πx = 2 cos

2πx

3

(
3 + tg2

πx

6
+ 2 tg

πx

6

)
.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó åãî êîðíåé íà îòðåçêå [−12; 18].
Îòâåò. 82.5.

8.1. Èçâåñòíî, ÷òî P (x) � ìíîãî÷ëåí 9-é ñòåïåíè è P (k) = 2k ïðè âñåõ k = 1, 2, 3, . . . , 10.
Íàéäèòå P (12).

Îòâåò. 4072.

Ðåøåíèå. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n è P (k) = 2k ïðè âñåõ k = 1, 2, 3, ..., n+1. Íàéä¼ì
P (n+m+ 2), m = 0, 1, . . .. Ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà ïðè ëþáîì k ∈ N èìååì

2k = 2 · (1 + 1)k−1 = 2
k−1∑
i=0

Ci
k−1 = 2

k−1∑
i=0

(k − 1)(k − 2) . . . (k − i)
i!

.

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü ìíîãî÷ëåí îò k ñòåïåíè k− 1, ïðè÷¼ì
åñëè äîáàâèòü ê ýòîé ñóììå ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå i = k, k+1, . . . , n, òî îíà íå èçìåíèòñÿ,
òàê êàê (k− 1)(k− 2) . . . (k− i) = 0 ïðè i > k (êàæäîå òàêîå ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò ìíîæèòåëü
(k − k) = 0). Çíà÷èò,

2k = 2
k−1∑
i=0

(k − 1)(k − 2) . . . (k − i)
i!

= 2
n∑
i=0

(k − 1)(k − 2) . . . (k − i)
i!

ïðè k ∈ N, n > k − 1.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Q(x) = 2
n∑
i=0

(x− 1)(x− 2) . . . (x− i)
i!

.

Ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, ïðè÷¼ì ïî äîêàçàííîìó Q(k) = 2k, k = 1, 2, 3, ..., n+1. Ñëåäîâàòåëüíî,
P (x) = Q(x) êàê ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n, ñîâïàäàþùèå â n+ 1 òî÷êå.

Ïîäñòàâëÿÿ x = n+m+ 2 (m > 0), íàõîäèì

P (n+m+ 2) = 2
n∑
i=0

Ci
n+m+1 = 2

n+m+1∑
i=0

Ci
n+m+1 − 2

n+m+1∑
i=n+1

Ci
n+m+1 = 2n+m+2 − 2

m∑
i=0

Ci
n+m+1

(â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ñíîâà èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà è ðàâåíñòâà äëÿ
áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ci

n+m+1 = Cn+m+1−i
n+m+1 ). Ïðè m = 1 ïîëó÷àåì

P (n+ 3) = 2n+3 − 2− 2(n+ 2) = 2n+3 − 2n− 6.



Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìíîãî÷ëåíà èç óñëîâèÿ çàäà÷è n = 9, P (12) = 212 − 2 · 9− 6 = 4072.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
â n+1 òî÷êàõ k = 1, 2, 3, . . . , n+1. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ýòèõ òî÷åê óáåæäàåìñÿ, ÷òî
óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò ìíîãî÷ëåí (èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà)

P (x) = 2
(x− 2)(x− 3)(x− 4) . . . (x− (n+ 1))

(1− 2)(1− 3)(1− 4) . . . (1− (n+ 1))
+ 22

(x− 1)(x− 3)(x− 4) . . . (x− (n+ 1))

(2− 1)(2− 3)(2− 4) . . . (2− (n+ 1))
+

+ 23
(x− 1)(x− 2)(x− 4) . . . (x− (n+ 1))

(3− 1)(3− 2)(3− 4) . . . (3− (n+ 1))
+ . . .+

+ 2n+1 (x− 1)(x− 2)(x− 3) . . . (x− n)
(n+ 1− 1)(n+ 1− 2)(n+ 1− 3) . . . (n+ 1− n)

=

= 2(−1)n
(
(x− 2) . . . (x− (n+ 1))

n!
− 21

(x− 1)(x− 3) . . . (x− (n+ 1))

1!(n− 1)!
+

+ 22
(x− 1)(x− 2)(x− 4) . . . (x− (n+ 1))

2!(n− 2)!
− . . .+ (−1)n2n (x− 1) . . . (x− n)

n!

)
.

Åãî çíà÷åíèå â òî÷êå x = n+ 3 ðàâíî

P (n+ 3) = 2(−1)n
(
(n+ 1)n(n− 1) . . . 3 · 2

n!
− 21

(n+ 2)n(n− 1) . . . · 3 · 2
1!(n− 1)!

+

+ 22
(n+ 2)(n+ 1)(n− 1) . . . · 3 · 2

2!(n− 2)!
− . . .+ (−1)n2n (n+ 2)(n+ 1) . . . · 4 · 3

n!

)
=

= 2(−1)n(n+ 2)(n+ 1)
( 1

n+ 2
− 21C1

n ·
1

n+ 1
+ 22C2

n ·
1

n
+ . . .+ (−1)n2nCn

n ·
1

2

))
=

= 2(−1)n(n+ 2)(n+ 1)
n∑
k=0

(−2)k Ck
n

n− k + 2
= 2(−1)n(n+ 2)(n+ 1)S(1),

ãäå

S(x) =
n∑
k=0

Ck
n

(−2)kxn−k+2

n− k + 2
.

Ïîñêîëüêó

S ′(x) =

( n∑
k=0

Ck
n

(−2)kxn−k+2

n− k + 2

)′
=

n∑
k=0

Ck
n(−2)kxn−k+1 = x(x− 2)n = (x− 2)n+1 + 2(x− 2)n,

ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ S(0) = 0 íàõîäèì S(x) =
(x− 2)n+2 − (−2)n+2

n+ 2
+2

(x− 2)n+1 − (−2)n+1

n+ 1
. Çíà÷èò,

P (n+ 3) = 2(−1)n(n+ 2)(n+ 1)

(
(−1)n+2 − (−2)n+2

n+ 2
+ 2

(−1)n+1 − (−2)n+1

n+ 1

)
=

= − 2(n+ 1)(n+ 2)

(
2n+2 − 1

n+ 2
− 2n+2 − 2

n+ 1

)
= 2(2n+2 − 1)− 2(n+ 2) = 2n+3 − 2n− 6.

8.2. Èçâåñòíî, ÷òî P (x) � ìíîãî÷ëåí 10-é ñòåïåíè è P (k) = 2k ïðè âñåõ k = 1, 2, 3, . . . , 11.
Íàéäèòå P (13).

Îòâåò. 8166.

8.3. Èçâåñòíî, ÷òî P (x) � ìíîãî÷ëåí 11-é ñòåïåíè è P (k) = 2k ïðè âñåõ k = 1, 2, 3, . . . , 12.
Íàéäèòå P (14).

Îòâåò. 16356.

8.4. Èçâåñòíî, ÷òî P (x) � ìíîãî÷ëåí 12-é ñòåïåíè è P (k) = 2k ïðè âñåõ k = 1, 2, 3, . . . , 13.
Íàéäèòå P (15).

Îòâåò. 32738.



9.1. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A è B è ðàñïîëîæåíû ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 7, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî 13. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 5 íàõîäèòñÿ â òî÷êå C, è îí êàñàåòñÿ
âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò.
√
30 ≈ 5.48.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O1 è O2 �öåíòðû, à r1 è r2 �ðàäèóñû øàðîâ, êàñàþùèõñÿ ïëîñêîñòè ABC
â òî÷êàõ B è A ñîîòâåòñòâåííî, r3 = 5 � ðàäèóñ òðåòüåãî øàðà. Ïî óñëîâèþ r1 + r2 = r = 7,
O1O2 = d = 13. Ïóñòü òàêæå AB = c, BC = a, AC = b. Èç òðåóãîëüíèêîâ O1BC è O2AC ïî
òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷àåì

(r3 + r1)
2 = r21 + a2, (r3 + r2)

2 = r22 + b2,

îòêóäà a2 + b2 = 2r23 + 2(r1 + r2)r3. Èñïîëüçóÿ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê O1, B, A è O2, íàõîäèì

(r1 + r2)
2 + c2 = d2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

a2 + b2 − c2 = 2r23 + 2(r1 + r2)r3 + (r1 + r2)
2 − d2 = 2 · 52 + 2 · 7 · 5 + 72 − 132 = 0.

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé, à ðàäèóñ îïèñàííîé âîêðóã íåãî îêðóæíîñòè ðàâåí
ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ò. å.

R =
c

2
=

√
d2 − (r1 + r2)2

2
=

√
d2 − r2
2

=
√
30 ≈ 5.48.

9.2. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ B è C è ðàñïîëîæåíû ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 7, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî 17. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 8 íàõîäèòñÿ â òî÷êå A, è îí êàñàåòñÿ
âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 2
√
15 ≈ 7.75.

9.3. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A è B è ðàñïîëîæåíû ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 9, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî

√
305. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 7 íàõîäèòñÿ â òî÷êå C, è îí êàñàåòñÿ

âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 2
√
14 ≈ 7.48.

9.4. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ B è C è ðàñïîëîæåíû ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 11, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî 5

√
17. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 8 íàõîäèòñÿ â òî÷êå A, è îí êàñàåò-

ñÿ âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 2
√
19 ≈ 8.72.

9.5. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A è B è ðàñïîëîæåíû ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 11, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî

√
481. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 9 íàõîäèòñÿ â òî÷êå C, è îí êàñàåò-

ñÿ âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 3
√
10 ≈ 9.49.



9.6. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ B è C è ðàñïîëîæåíû ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 12, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
èõ öåíòðàìè ðàâíî 4

√
29. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 8 íàõîäèòñÿ â òî÷êå A, è îí êàñàåò-

ñÿ âíåøíèì îáðàçîì êàæäîãî èç äâóõ ïåðâûõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò. 4
√
5 ≈ 8.94.

9.7. Äâà øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ A è B è ðàñïîëîæåíû ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè. Ñóììà ðàäèóñîâ äàííûõ øàðîâ ðàâíà 13, à ðàññòîÿíèå
ìåæäó èõ öåíòðàìè ðàâíî

√
505. Öåíòð òðåòüåãî øàðà ðàäèóñà 8 íàõîäèòñÿ â òî÷êå C, è îíà

êàñàåòñÿ äâóõ ïåðâûõ ñôåð. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.
Îòâåò. 2

√
21 ≈ 9.17.

10.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} çàäàíû óñëîâèÿìè x1 = 11, y1 = 7, xn+1 = 3xn + 2yn,
yn+1 = 4xn + 3yn, n ∈ N. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà y20181855 − 2x20181855 íà 2018.

Îòâåò. 1825.

Ðåøåíèå. Ïðè âñåõ n ∈ N ÷èñëà xn è yn íå÷¼òíû. Çàìåòèì, ÷òî

2x2n+1 − y2n+1 = 2(3xn + 2yn)
2 − (4xn + 3yn)

2 = 2x2n − y2n.

Ñëåäîâàòåëüíî, 2x2n − y2n = . . . = 2x21 − y21 = 242− 49 = 193.
Ïóñòü p = 1009. Ýòî ÷èñëî íå÷¼òíîå è ïðîñòîå, ïîýòîìó ÷èñëî (y2n − 2x2n)

p = (−193)p äà¼ò
òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 2p, ÷òî è y2pn − 2px2pn , òàê êàê âñå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
C1
p , . . ., C

p−1
p äåëÿòñÿ íà p. Êðîìå òîãî, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, 2p ïðè äåëåíèè íà 2p = 2018

äà¼ò îñòàòîê 2 (è, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñåë y2pn − 2px2pn è y2pn − 2x2pn îäèíàêîâû),
à (−193)p ïðè äåëåíèè íà 2p = 2018 äà¼ò îñòàòîê 2018− 193 = 1825.

10.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} çàäàíû óñëîâèÿìè x1 = 13, y1 = 9, xn+1 = 3xn + 2yn,
yn+1 = 4xn + 3yn, n ∈ N. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà y20181711 − 2x20181711 íà 2018.

Îòâåò. 1761.

10.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} çàäàíû óñëîâèÿìè x1 = 9, y1 = 5, xn+1 = 3xn + 2yn,
yn+1 = 4xn + 3yn, n ∈ N. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà y20181818 − 2x20181818 íà 2018.

Îòâåò. 1881.

10.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} çàäàíû óñëîâèÿìè x1 = 5, y1 = 11, xn+1 = 3xn + 4yn,
yn+1 = 2xn + 3yn, n ∈ N. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà x20181777 − 2y20181777 íà 2018.

Îòâåò. 1801.

10.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} çàäàíû óñëîâèÿìè x1 = 7, y1 = 13, xn+1 = 3xn + 4yn,
yn+1 = 2xn + 3yn, n ∈ N. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà x20181762 − 2y20181762 íà 2018.

Îòâåò. 1729.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2018/2019 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 5�6 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)

1.1. (2 áàëëà) Â ìíîãîäåòíîé ñåìüå ó êîãî-òî èç äåòåé 3 áðàòà è 6 ñåñò¼ð, à ó êîãî-òî � 4 áðàòà
è 5 ñåñò¼ð. Ñêîëüêî ìàëü÷èêîâ â ýòîé ñåìüå?

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå. Ó ìàëü÷èêîâ â ñåìüå ìåíüøå áðàòüåâ, ÷åì ó äåâî÷åê, à ó äåâî÷åê ìåíüøå ñåñò¼ð, ÷åì
ó ìàëü÷èêîâ. Ïîýòîìó â ñåìüå 4 ìàëü÷èêà è 6 äåâî÷åê.

1.2. Â ìíîãîäåòíîé ñåìüå ó êîãî-òî èç äåòåé 3 áðàòà è 6 ñåñò¼ð, à ó êîãî-òî � 4 áðàòà è 5 ñåñò¼ð.
Ñêîëüêî äåâî÷åê â ýòîé ñåìüå?

Îòâåò: 6.

2.1. (14 áàëëîâ) Ïîäíèìàÿñü ñ ïåðâîãî íà òðåòèé ýòàæ, Ïåòÿ ïðîõîäèò 36 ñòóïåíåê. Ïîäíèìàÿñü
ñ ïåðâîãî íà ñâîé ýòàæ â ýòîì æå ïîäúåçäå, Âàñÿ ïðîõîäèò 72 ñòóïåíüêè. Íà êàêîì ýòàæå æèâ¼ò
Âàñÿ?

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Ñ ïåðâîãî ïî òðåòèé ýòàæè 36 ñòóïåíåê � ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñ òðåòüåãî ïî ïÿòûé.

2.2. Ïîäíèìàÿñü ñ ïåðâîãî íà ÷åòâ¼ðòûé ýòàæ, Èãîðü ïðîõîäèò 54 ñòóïåíüêè. Ïîäíèìàÿñü ñ
ïåðâîãî íà ñâîé ýòàæ â ýòîì æå ïîäúåçäå, Íèêèòà ïðîõîäèò 108 ñòóïåíåê. Íà êàêîì ýòàæå æèâ¼ò
Íèêèòà?

Îòâåò: 7.

3.1. (14 áàëëîâ) Ñâåòà, Êàòÿ, Îëÿ, Ìàøà è Òàíÿ õîäÿò íà ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê, â êîòîðîì
áîëåå 60% ó÷àùèõñÿ� ìàëü÷èêè. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî øêîëüíèêîâ ìîæåò áûòü â ýòîì
êðóæêå?

Îòâåò: 13.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M �÷èñëî ìàëü÷èêîâ, D�÷èñëî äåâî÷åê â êðóæêå. Òîãäà M
M+D

> 3
5
, ñëåäîâà-

òåëüíî,M > 3
2
D > 15

2
. Ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèåM ðàâíî 8, à ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå

çíà÷åíèå D ðàâíî 5, âñåãî 13 äåòåé.

3.2. Âàñÿ, Âàíÿ, Íèêèòà, Îëåã è Èãîðü õîäÿò íà ìàòåìàòè÷åñêèé êðóæîê, â êîòîðîì áîëåå 70%
ó÷àùèõñÿ� äåâî÷êè. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî øêîëüíèêîâ ìîæåò áûòü â ýòîì êðóæêå?

Îòâåò: 17.

4.1. (14 áàëëîâ) Íàéäèòå âñå öåëûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü äðîáü
8n+ 157

4n+ 7
ïðè

íàòóðàëüíûõ n. Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó íàéäåííûõ çíà÷åíèé.

Îòâåò: 18.

Ðåøåíèå. Èìååì 8n+157
4n+7

= 2 + 143
4n+7

. Ïîñêîëüêó äåëèòåëÿìè ÷èñëà 143 ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ÷èñëà
1, 11, 13 è 143, öåëûå çíà÷åíèÿ äðîáè ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî ïðè n = 1 è n = 34, îíè ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííî 15 è 3, à èõ ñóììà ðàâíà 18.

4.2. Íàéäèòå âñå öåëûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü äðîáü
12n+ 109

3n+ 8
ïðè íàòóðàëüíûõ

n. Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó íàéäåííûõ çíà÷åíèé.

Îòâåò: 16.



5.1. (14 áàëëîâ) Ñòîðîæ çàäåðæàë ïîñòîðîííåãî è õî÷åò ïðîãíàòü åãî. Íî ïîïàâøèéñÿ ñêàçàë,
÷òî çàêëþ÷èë ñïîð ñ äðóçüÿìè íà 100 ìîíåò, ÷òî ñòîðîæ íå âûãîíèò åãî îòñþäà (åñëè âûãî-
íèò, òî îí ïëàòèò äðóçüÿì 100 ìîíåò, èíà÷å ïëàòÿò îíè), è, ðåøèâ îòêóïèòüñÿ îò ñòîðîæà,
ïðåäëîæèë åìó íàçâàòü ñóììó. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìîíåò ìîæåò çàïðîñèòü ñòîðîæ, ÷òîáû
ïîñòîðîííèé, ðóêîâîäñòâóÿñü ëèøü âûãîäîé äëÿ ñåáÿ, ãàðàíòèðîâàííî çàïëàòèë ñòîðîæó?

Îòâåò: 199.

Ðåøåíèå. Åñëè ñòîðîæ ïîïðîñèò 199 ìîíåò, òî ïîñòîðîííèé, ñîãëàñèâøèñü îòäàòü åìó ýòó ñóììó,
âûèãðàåò ñïîð è ïîëó÷èò 100 ìîíåò. Èòîãî ïîòåðÿåò 99 ìîíåò. Åñëè ïîñòîðîííèé îòêàæåòñÿ,
òî ïðîèãðàåò ñïîð è ïîòåðÿåò 100 ìîíåò, òî åñòü äëÿ ïîïàâøåãîñÿ ýòî ìåíåå âûãîäíî (íà 1
ìîíåòó). Åñëè ñòîðîæ ïîòðåáóåò 200, òî ïîñòîðîííèé ìîæåò è îòêàçàòü, òàê êàê ðàçíèöû â
âûãîäå íåò. Åñëè ñòîðîæ ïîòðåáóåò áîëüøå, òî ïîñòîðîííåìó âûãîäíåå îòêàçàòü åìó. Ñòîðîæ
ìîæåò ïîòðåáîâàòü ìåíüøå, íî ïî óñëîâèþ òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøóþ ñóììó. Òàêèì îáðàçîì,
îòâåò � 199 ìîíåò.

5.2. Ñòîðîæ çàäåðæàë ïîñòîðîííåãî è õî÷åò ïðîãíàòü åãî. Íî ïîïàâøèéñÿ ñêàçàë, ÷òî çàêëþ-
÷èë ñïîð ñ äðóçüÿìè íà 150 ìîíåò, ÷òî ñòîðîæ íå âûãîíèò åãî îòñþäà (åñëè âûãîíèò, òî îí
ïëàòèò äðóçüÿì 150 ìîíåò, èíà÷å ïëàòÿò îíè), è, ðåøèâ îòêóïèòüñÿ îò ñòîðîæà, ïðåäëîæèë åìó
íàçâàòü ñóììó. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìîíåò ìîæåò çàïðîñèòü ñòîðîæ, ÷òîáû ïîñòîðîííèé,
ðóêîâîäñòâóÿñü ëèøü âûãîäîé äëÿ ñåáÿ, ãàðàíòèðîâàííî çàïëàòèë ñòîðîæó?

Îòâåò: 299.

6.1. (14 áàëëîâ) Íà êàðòèíêå ñòðåëî÷êàìè îòìå÷åíû âõîä è âûõîä èç ëàáè-
ðèíòà. Äâèãàòüñÿ ïî íåìó ìîæíî òàê, ÷òîáû íà ýòîé êàðòèíêå ïåðåìåùàòü-
ñÿ òîëüêî âïðàâî, âíèç èëè ââåðõ (ðàçâîðà÷èâàòüñÿ íåëüçÿ). Ñêîëüêèìè
ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè ìîæíî ïðîéòè ýòîò ëàáèðèíò?

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì ìåñòî â ëàáèðèíòå ðàçâèëêîé, åñëè äàëåå èç íåãî ìîæíî
äâèãàòüñÿ â äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Äâèãàÿñü ïîñëå âõîäà ââåðõ
èëè âïðàâî, ïðèõîäèì ê îäíîé èç ðàçâèëîê, îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå çíàêîì ×. Îò êàæäîé èç íèõ
äî âûõîäà èç ëàáèðèíòà ìû âñòðåòèì òðè ðàçâèëêè, îòìå÷åííûå íà ðèñóíêå çíàêîì •, ïîýòîìó
âñåãî ïóòåé 2 · 2 · 2 + 2 · 2 · 2 = 16.

6.2. Íà êàðòèíêå ñòðåëî÷êàìè îòìå÷åíû âõîä è âûõîä èç ëàáèðèíòà. Äâèãàòü-
ñÿ ïî íåìó ìîæíî òàê, ÷òîáû íà ýòîé êàðòèíêå ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî âïðàâî,
ââåðõ èëè âíèç (ðàçâîðà÷èâàòüñÿ íåëüçÿ). Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè ìîæ-
íî ïðîéòè ýòîò ëàáèðèíò?

Îòâåò: 16.

6.3. Íà êàðòèíêå ñòðåëî÷êàìè îòìå÷åíû âõîä è âûõîä èç ëàáèðèíòà. Äâèãàòüñÿ
ïî íåìó ìîæíî òàê, ÷òîáû íà ýòîé êàðòèíêå ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî âíèç, âëåâî
èëè âïðàâî (ðàçâîðà÷èâàòüñÿ íåëüçÿ). Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè ìîæíî
ïðîéòè ýòîò ëàáèðèíò?

Îòâåò: 16.



7.1. (14 áàëëîâ) Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî óëèòêîé, åñëè åãî çàïèñü
ñîñòîèò èç çàïèñåé òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðèïè-
ñàííûõ äðóã ê äðóãó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå: íàïðèìåð, 312 èëè 121413.
×èñëà-óëèòêè èíîãäà áûâàþò êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: íàïðè-
ìåð, 324 = 182 èëè 576 = 242. Íàéäèòå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî-óëèòêó,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Îòâåò: 1089.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî-óëèòêà ìîæåò áûòü ÷åòûðåõçíà÷íûì òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè òðè
÷èñëà, èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ åãî çàïèñü, ýòî 8, 9, 10 (÷èñëà 7, 8, 9 è ìåíüøèå åù¼ áóäóò îáðà-
çîâûâàòü òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, à 9, 10, 11 è á�îëüøèå � óæå íå ìåíåå ÷åì ïÿòèçíà÷íîå). Îñòàëîñü
ðàçîáðàòüñÿ ñ ïîðÿäêîì âûáðàííûõ ÷èñåë. Êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ
íà 10 (íóëåé äîëæíî áûòü ÷¼òíîå ÷èñëî èëè íå äîëæíî áûòü âîâñå). Òàêæå êâàäðàò íå ìîæåò
çàêàí÷èâàòüñÿ íà öèôðó 8. Çíà÷èò, ïîñëåäíåé äîëæíà áûòü öèôðà 9. Îñòàþòñÿ âàðèàíòû 8109
è 1089. Ïîñêîëüêó 8109 = 902 + 9 è 1089 = 332, åäèíñòâåííîå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî-óëèòêà,
ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòîì, ðàâíî 1089.

7.2. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî óëèòêîé, åñëè åãî çàïèñü ñîñòîèò èç çàïèñåé òð¼õ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðèïèñàííûõ äðóã ê äðóãó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå: íàïðèìåð, 312
èëè 121413. ×èñëà-óëèòêè èíîãäà áûâàþò êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à èíîãäà íåò: íàïðè-
ìåð, 324 = 182, íî 567 = 242 − 9). Íàéäèòå íå÷¼òíîå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî-óëèòêó, êîòîðîå íå
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íèêàêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Îòâåò: 8109.

8.1. (14 áàëëîâ) Òàáëèöà 1× 12 çàïîëíåíà ÷èñëàìè òàê, ÷òî ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ å¼ ñîñåäíèõ
÷åòûð¼õ êëåòêàõ ðàâíà 11. Íåêîòîðûå ÷èñëà â íåé ñò¼ðëè, è îñòàëèñü òîëüêî òðè ÷èñëà:

2 1 0 ∗

Êàêîå ÷èñëî ñòîÿëî â òàáëèöå íà ìåñòå ∗?

Îòâåò: 8.

Ðåøåíèå. Åñëè ÷èñëà x, y, z, t, w ðàñïîëîæåíû â 5 ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ, òî x+y+z+t = y+z+t+w.
Îòñþäà x = w, òî åñòü êàæäîå ÷èñëî ïîâòîðÿåòñÿ ÷åðåç 4 êëåòêè. Íàïðèìåð, ÷èñëî 2 áóäåò â
1-é, 5-é è 9-é ÿ÷åéêàõ. Àíàëîãè÷íî ñ äðóãèìè ÷èñëàìè. Çíà÷èò, â òàáëèöà çàïîëíåíà ÷èñëàìè
òàê:

2 0 1 ∗ 2 0 1 ∗ 2 0 1 ∗

Ïî óñëîâèþ 2 + 0 + 1 + ∗ = 0 + 1 + ∗+ 2 = 1 + ∗+ 2 + 0 = ∗+ 2 + 0 + 1 = 11. Çíà÷èò, ∗ = 8.

8.2. Òàáëèöà 1 × 12 çàïîëíåíà ÷èñëàìè òàê, ÷òî ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ å¼ ñîñåäíèõ ÷åòûð¼õ
êëåòêàõ ðàâíà 12. Íåêîòîðûå ÷èñëà â íåé ñò¼ðëè, è îñòàëèñü òîëüêî òðè ÷èñëà:

2 0 1 ∗

Êàêîå ÷èñëî ñòîÿëî â òàáëèöå íà ìåñòå ∗?

Îòâåò: 9.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2018/2019 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 7�8 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)

1.1. (4 áàëëà) Ïîäíèìàÿñü ñ ïåðâîãî íà òðåòèé ýòàæ, Ïåòÿ ïðîõîäèò 36 ñòóïåíåê. Ïîäíèìàÿñü
ñ ïåðâîãî íà ñâîé ýòàæ â ýòîì æå äîìå, Âàñÿ ïðîõîäèò 72 ñòóïåíüêè. Íà êàêîì ýòàæå æèâ¼ò
Âàñÿ?

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Ñ ïåðâîãî ïî òðåòèé ýòàæè 36 ñòóïåíåê � ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñ òðåòüåãî ïî ïÿòûé.

1.2. Ïîäíèìàÿñü ñ ïåðâîãî íà ÷åòâ¼ðòûé ýòàæ, Èãîðü ïðîõîäèò 54 ñòóïåíüêè. Ïîäíèìàÿñü ñ
ïåðâîãî íà ñâîé ýòàæ â ýòîì æå äîìå, Íèêèòà ïðîõîäèò 108 ñòóïåíåê. Íà êàêîì ýòàæå æèâ¼ò
Íèêèòà?

Îòâåò: 7.

2.1. (5 áàëëîâ) Îòíîøåíèå ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíî 3 : 4, à åãî äèàãîíàëü ðàâíà 9. Íàéäèòå
ìåíüøóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà.

Îòâåò: 5.4.

Ðåøåíèå. Åñëè 5x = 9 � äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà, òî ìåíüøàÿ ñòîðîíà ðàâíà 3x = 27
5
= 5.4.

2.2. Îòíîøåíèå ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíî 3 : 4, à åãî äèàãîíàëü ðàâíà 11. Íàéäèòå á�îëüøóþ
ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà.

Îòâåò: 8.8.

3.1. (13 áàëëîâ) Ó Àíè åñòü êðàñêè ñèíåãî, çåë¼íîãî è êðàñíîãî öâåòîâ. Îíà õî÷åò ïîêðàñèòü
äåðåâÿííûé êóáèê òàê, ÷òîáû ïîñëå ïîêðàñêè ó êóáèêà áûëî ïî äâå ãðàíè êàæäîãî öâåòà.
Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè îíà ìîæåò ýòî ñäåëàòü? Ñïîñîáû ðàñêðàñêè, ïîëó÷àþùèåñÿ
ïîâîðîòîì êóáèêà, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå. Êðàñíûé íàïðîòèâ êðàñíîãî, ñèíèé íàïðîòèâ ñèíåãî, çåë�åíûé íàïðîòèâ çåë�åíîãî �
îäèí ñïîñîá. Êðàñíûé íàïðîòèâ êðàñíîãî, ñèíèé íàïðîòèâ çåë�åíîãî � îäèí ñïîñîá è åù�å äâà
àíàëîãè÷íûõ ñïîñîáà. Ïðîòèâ êàæäîãî öâåòà åñòü ãðàíü êàê îäíîãî, òàê è äðóãîãî öâåòà èç äâóõ
îñòàâøèõñÿ � äâà ñïîñîáà. Âñåãî 6 ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü.

3.2. Ó ßíû åñòü êðàñêè ñèíåãî, çåë¼íîãî, æ¼ëòîãî è êðàñíîãî öâåòîâ. Îíà õî÷åò ïîêðàñèòü äå-
ðåâÿííûé êóáèê òàê, ÷òîáû ïîñëå ïîêðàñêè ó êóáèêà áûëî ïî äâå ãðàíè ñèíåãî è çåë¼íîãî öâåòîâ
è ïî îäíîé ãðàíè æ¼ëòîãî è êðàñíîãî öâåòîâ. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè îíà ìîæåò ýòî
ñäåëàòü? Ñïîñîáû ðàñêðàñêè, ïîëó÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì êóáèêà, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Îòâåò: 8.

4.1. (13 áàëëîâ) Ñòîðîæ çàäåðæàë ïîñòîðîííåãî è õî÷åò ïðîãíàòü åãî. Íî ïîïàâøèéñÿ ñêàçàë,
÷òî çàêëþ÷èë ñïîð ñ äðóçüÿìè íà 100 ìîíåò, ÷òî ñòîðîæ íå âûãîíèò åãî îòñþäà (åñëè âûãî-
íèò, òî îí ïëàòèò äðóçüÿì 100 ìîíåò, èíà÷å ïëàòÿò îíè), è, ðåøèâ îòêóïèòüñÿ îò ñòîðîæà,
ïðåäëîæèë åìó íàçâàòü ñóììó. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìîíåò ìîæåò çàïðîñèòü ñòîðîæ, ÷òîáû
ïîñòîðîííèé, ðóêîâîäñòâóÿñü ëèøü âûãîäîé äëÿ ñåáÿ, ãàðàíòèðîâàííî çàïëàòèë ñòîðîæó?

Îòâåò: 199.

Ðåøåíèå. Åñëè ñòîðîæ ïîïðîñèò 199 ìîíåò, òî ïîñòîðîííèé, ñîãëàñèâøèñü îòäàòü åìó ýòó ñóììó,
âûèãðàåò ñïîð è ïîëó÷èò 100 ìîíåò. Èòîãî ïîòåðÿåò 99 ìîíåò. Åñëè ïîñòîðîííèé îòêàæåòñÿ,
òî ïðîèãðàåò ñïîð è ïîòåðÿåò 100 ìîíåò, òî åñòü äëÿ ïîïàâøåãîñÿ ýòî ìåíåå âûãîäíî (íà 1
ìîíåòó). Åñëè ñòîðîæ ïîòðåáóåò 200, òî ïîñòîðîííèé ìîæåò è îòêàçàòü, òàê êàê ðàçíèöû â



âûãîäå íåò. Åñëè ñòîðîæ ïîòðåáóåò áîëüøå, òî ïîñòîðîííåìó âûãîäíåå îòêàçàòü åìó. Ñòîðîæ
ìîæåò ïîòðåáîâàòü ìåíüøå, íî ïî óñëîâèþ òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøóþ ñóììó. Òàêèì îáðàçîì,
îòâåò � 199 ìîíåò.

4.2. Ñòîðîæ çàäåðæàë ïîñòîðîííåãî è õî÷åò ïðîãíàòü åãî. Íî ïîïàâøèéñÿ ñêàçàë, ÷òî çàêëþ-
÷èë ñïîð ñ äðóçüÿìè íà 150 ìîíåò, ÷òî ñòîðîæ íå âûãîíèò åãî îòñþäà (åñëè âûãîíèò, òî îí
ïëàòèò äðóçüÿì 150 ìîíåò, èíà÷å ïëàòÿò îíè), è, ðåøèâ îòêóïèòüñÿ îò ñòîðîæà, ïðåäëîæèë åìó
íàçâàòü ñóììó. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìîíåò ìîæåò çàïðîñèòü ñòîðîæ, ÷òîáû ïîñòîðîííèé,
ðóêîâîäñòâóÿñü ëèøü âûãîäîé äëÿ ñåáÿ, ãàðàíòèðîâàííî çàïëàòèë ñòîðîæó?

Îòâåò: 299.

5.1. (13 áàëëîâ) Íà êàðòèíêå ñòðåëî÷êàìè îòìå÷åíû âõîä è âûõîä èç ëàáè-
ðèíòà. Äâèãàòüñÿ ïî íåìó ìîæíî òàê, ÷òîáû íà ýòîé êàðòèíêå ïåðåìåùàòü-
ñÿ òîëüêî âïðàâî, âíèç èëè ââåðõ (ðàçâîðà÷èâàòüñÿ íåëüçÿ). Ñêîëüêèìè
ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè ìîæíî ïðîéòè ýòîò ëàáèðèíò?

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì ìåñòî â ëàáèðèíòå ðàçâèëêîé, åñëè äàëåå èç íåãî ìîæíî
äâèãàòüñÿ â äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Äâèãàÿñü ïîñëå âõîäà ââåðõ
èëè âïðàâî, ïðèõîäèì ê îäíîé èç ðàçâèëîê, îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå çíàêîì ×. Îò êàæäîé èç íèõ
äî âûõîäà èç ëàáèðèíòà ìû âñòðåòèì òðè ðàçâèëêè, îòìå÷åííûå íà ðèñóíêå çíàêîì •, ïîýòîìó
âñåãî ïóòåé 2 · 2 · 2 + 2 · 2 · 2 = 16.

5.2. Íà êàðòèíêå ñòðåëî÷êàìè îòìå÷åíû âõîä è âûõîä èç ëàáèðèíòà. Äâèãàòü-
ñÿ ïî íåìó ìîæíî òàê, ÷òîáû íà ýòîé êàðòèíêå ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî âïðàâî,
ââåðõ èëè âíèç (ðàçâîðà÷èâàòüñÿ íåëüçÿ). Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè ìîæ-
íî ïðîéòè ýòîò ëàáèðèíò?

Îòâåò: 16.

5.3. Íà êàðòèíêå ñòðåëî÷êàìè îòìå÷åíû âõîä è âûõîä èç ëàáèðèíòà. Äâèãàòüñÿ
ïî íåìó ìîæíî òàê, ÷òîáû íà ýòîé êàðòèíêå ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî âíèç, âëåâî
èëè âïðàâî (ðàçâîðà÷èâàòüñÿ íåëüçÿ). Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè ìîæíî
ïðîéòè ýòîò ëàáèðèíò?

Îòâåò: 16.

6.1. (13 áàëëîâ) ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå 17:00 â ñëåäóþùèé ðàç óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è
ìèíóòíîé ñòðåëêàìè áóäåò òî÷íî òàêèì æå?

Îòâåò: 54 6
11
≈ 54.55.

Ðåøåíèå. Â 17:00 óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàìè ðàâåí 5
12
· 360◦ = 150◦. Áëèæàé-

øèé ìîìåíò, êîãäà óãîë áóäåò òàêèì æå, íàñòóïèò â òå÷åíèå áëèæàéøåãî ÷àñà, ïîñëå òîãî êàê
ìèíóòíàÿ ñòðåëêà îáãîíèò ÷àñîâóþ. Ïóñòü ýòî ñëó÷èëîñü ñïóñòÿ x ìèí. Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå:(

x
60
− 5+ x

60

12

)
· 360◦ = 150◦, îòêóäà x = 54 6

11
ìèí.

6.2. Çà ñêîëüêî ìèíóò äî 16:00 â ïðåäûäóùèé ðàç óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàìè
áûë òî÷íî òàêèì æå?

Îòâåò: 21 9
11
≈ 21.82.



7.1. (13 áàëëîâ) Íàéäèòå
S1
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(â îáåèõ ñóììàõ çíàêè ñëàãàåìûõ ÷åðåäóþòñÿ òàê: +,+,−,+,+,−,+,+,−, . . .).

Îòâåò: −0.2.

Ðåøåíèå. Äëÿ ñóììû S1 èìååì

1

2

(
1

2

(1
2
S1 −

1

219

)
− 1

219

)
+

1

219
= S1 −

1

23
− 1

22
+

1

2
.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî S1, ïîëó÷èì

S1 =
1− 218

7 · 218
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñóììû S2 íàõîäèì

2(2(2S2 − 1)− 1) + 1 = S2 −
1

216
− 1

217
+

1

218
=⇒ S2 =

5 · (218 − 1)

7 · 218
.

Ïîýòîìó
S1

S2

=
−1
5

= −0.2.

7.2. Íàéäèòå
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(â îáåèõ ñóììàõ çíàêè ñëàãàåìûõ ÷åðåäóþòñÿ òàê: +,+,−,+,+,−,+,+,−, . . .).

Îòâåò: −2.2.

8.1. (13 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ åãî íà 9
ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, çàïèñàííîå òåìè æå öèôðàìè, íî â íåêîòîðîì äðóãîì ïîðÿäêå.

Îòâåò: 1089.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî äîëæíî íà÷èíàòüñÿ ñ åäèíèöû, èíà÷å óìíîæåíèå íà 9 óâåëè÷èò
÷èñëî öèôð. Ïîñëå óìíîæåíèÿ 1 íà 9 ïîëó÷èì 9, ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðâîíà÷àëüíîì ÷èñëå åñòü
öèôðà 9. ×èñëî 19 íå ïîäõîäèò, çíà÷èò äâóçíà÷íûå ÷èñëà íå ïîäõîäÿò. Ðàññìîòðèì òð¼õçíà÷-
íûå ÷èñëà. Âòîðàÿ öèôðà (ïîñëå åäèíèöû) èñõîäíîãî ÷èñëà íå ïðåâîñõîäèò 1, èíà÷å ïîëó÷àåì
óâåëè÷åíèå ÷èñëà öèôð. Çíà÷èò, òàêèõ ÷èñåë âñåãî äâà: 1a9, ãäå a = 0 èëè a = 1. Îáà ÷èñëà
109, 119 íå óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ çàäà÷è. Ðàññìîòðèì òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà âèäà 1ab9, ãäå
a = 0 èëè a = 1. Ñðåäè íèõ íóæíî íàéòè íàèìåíüøåå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ çàäà÷è. Íî
óæå ïðè a = 0 ïîëó÷àåì ÷èñëî 1089, ýòî è åñòü îòâåò (1089 · 9 = 9801).

8.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå 9, ÷òî ÷àñòíîå îò åãî äåëåíèÿ íà
9 çàïèñûâàåòñÿ òåìè æå öèôðàìè, íî â íåêîòîðîì äðóãîì ïîðÿäêå.

Îòâåò: 9801.



9.1. (13 áàëëîâ) Ïîâåðõíîñòü êðóãëîãî ñòîëà ðàçáèòà íà 9 îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ, â êîòîðûõ
ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 9. Çà ñòîëîì ñèäÿò 9 èãðîêîâ
ñ íîìåðàìè 1, 2, . . . , 9, èäóùèìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñòîë ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé
îñè â îáå ñòîðîíû, ïðè ýòîì èãðîêè îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Èãðîêè ñèäÿò çà ñòîëîì íà îäèíàêîâûõ
ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó, êîãäà ñòîë ïåðåñòàåò âðàùàòüñÿ, íàïðîòèâ êàæäîãî ñåêòîðà
îêàçûâàåòñÿ ðîâíî îäèí èãðîê, è îí ïîëó÷àåò òî ÷èñëî ìîíåò, êîòîðîå íàïèñàíî íà ýòîì ñåêòîðå.
Èçâåñòíî, ÷òî ïîñëå 11 âðàùåíèé ñòîëà èãðîê �4 ïîëó÷èë 90 ìîíåò, à èãðîê �8� 35 ìîíåò.
Ñêîëüêî ìîíåò ïîëó÷èë èãðîê �1?

Îòâåò: 57.

Ðåøåíèå. Åñëè â ðåçóëüòàòå âðàùåíèÿ ñòîëà îäíà ìîíåòà äîñòàëàñü êîìó-òî èç èãðîêîâ ñ íî-
ìåðàìè îò 5 äî 8, òî èãðîê �8 ïîëó÷èë íà 5 ìîíåò ìåíüøå, ÷åì èãðîê �4, à åñëè îäíà ìîíåòà
äîñòàëàñü êîìó-òî åù¼, òî �8 ïîëó÷èë íà 4 ìîíåòû áîëüøå, ÷åì èãðîê �4. Ïóñòü âðàùåíèé,
êîãäà îäíà ìîíåòà äîñòàëàñü êîìó-òî èç èãðîêîâ ñ íîìåðàìè îò 5 äî 8, áûëî ðîâíî k. Òîãäà ïî-
ëó÷àåì óðàâíåíèå −5k+4(11−k) = 35−90, èç êîòîðîãî k = 11. Çíà÷èò, ïðè âñåõ 11 âðàùåíèÿõ
êàæäûé èãðîê ñ 9 ïî 4 (åñëè èäòè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) ïîëó÷èë ðîâíî íà 11 ìîíåò áîëüøå, ÷åì
ïðåäûäóùèé. Çíà÷èò, ó ïåðâîãî èãðîêà 35+11+11=57 ìîíåò.

9.2. Ïîâåðõíîñòü êðóãëîãî ñòîëà ðàçáèòà íà 10 îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ, â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 10. Çà ñòîëîì ñèäÿò 10 èãðîêîâ ñ íîìåðàìè 1, 2,
. . . , 10, èäóùèìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñòîë ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè â îáå ñòîðîíû,
ïðè ýòîì èãðîêè îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Èãðîêè ñèäÿò çà ñòîëîì íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã
îò äðóãà, ïîýòîìó, êîãäà ñòîë ïåðåñòàåò âðàùàòüñÿ, íàïðîòèâ êàæäîãî ñåêòîðà îêàçûâàåòñÿ ðîâ-
íî îäèí èãðîê, è îí ïîëó÷àåò òî ÷èñëî ìîíåò, êîòîðîå íàïèñàíî íà ýòîì ñåêòîðå. Èçâåñòíî, ÷òî
ïîñëå 12 âðàùåíèé ñòîëà èãðîê �4 ïîëó÷èë 107 ìîíåò, à èãðîê �8� 35 ìîíåò. Ñêîëüêî ìîíåò
ïîëó÷èë èãðîê �2?

Îòâåò: 83.

9.3. Ïîâåðõíîñòü êðóãëîãî ñòîëà ðàçáèòà íà 10 îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ, â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 10. Çà ñòîëîì ñèäÿò 10 èãðîêîâ ñ íîìåðàìè 1,2,
. . . , 10, èäóùèìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñòîë ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè â îáå ñòîðîíû,
ïðè ýòîì èãðîêè îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Èãðîêè ñèäÿò çà ñòîëîì íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã
îò äðóãà, ïîýòîìó, êîãäà ñòîë ïåðåñòàåò âðàùàòüñÿ, íàïðîòèâ êàæäîãî ñåêòîðà îêàçûâàåòñÿ ðîâ-
íî îäèí èãðîê, è îí ïîëó÷àåò òî ÷èñëî ìîíåò, êîòîðîå íàïèñàíî íà ýòîì ñåêòîðå. Èçâåñòíî, ÷òî
ïîñëå 11 âðàùåíèé ñòîëà èãðîê �4 ïîëó÷èë 97 ìîíåò, à èãðîê �8� 31 ìîíåòó. Ñêîëüêî ìîíåò
ïîëó÷èë èãðîê �1?

Îòâåò: 64.

9.4. Ïîâåðõíîñòü êðóãëîãî ñòîëà ðàçáèòà íà 11 îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ, â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 11. Çà ñòîëîì ñèäÿò 11 èãðîêîâ ñ íîìåðàìè 1,2,
. . . , 11, èäóùèìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñòîë ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè â îáå ñòîðîíû,
ïðè ýòîì èãðîêè îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Èãðîêè ñèäÿò çà ñòîëîì íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã
îò äðóãà, ïîýòîìó, êîãäà ñòîë ïåðåñòàåò âðàùàòüñÿ, íàïðîòèâ êàæäîãî ñåêòîðà îêàçûâàåòñÿ ðîâ-
íî îäèí èãðîê, è îí ïîëó÷àåò òî ÷èñëî ìîíåò, êîòîðîå íàïèñàíî íà ýòîì ñåêòîðå. Èçâåñòíî, ÷òî
ïîñëå 9 âðàùåíèé ñòîëà èãðîê �4 ïîëó÷èë 87 ìîíåò, à èãðîê �8� 24 ìîíåòû. Ñêîëüêî ìîíåò
ïîëó÷èë èãðîê �1?

Îòâåò: 60.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2018/2019 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 9 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (1-é òóð)

1.1. (2 áàëëà) Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå x2 − x
√
5 +
√
2 = 0 ?

Îòâåò: 0.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó D = 5− 4
√
2 < 0, óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé.

1.2. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå x2 + x
√
6 +
√
2 = 0 ?

Îòâåò: 2.

2.1. (2 áàëëà) Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ïðÿìîé y = 9 − 3x è îñÿìè
êîîðäèíàò.

Îòâåò: 13.5.

Ðåøåíèå. Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îñè êîîðäèíàò â òî÷êàõ (0, 9) è (3, 0), ïîýòîìó S = 3·9
2

= 13.5.

2.2. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî ïðÿìîé y = 15− 5x è îñÿìè êîîðäèíàò.

Îòâåò: 22.5.

3.1. (12 áàëëîâ) Íàéäèòå x, åñëè
1

2 +
1

3 +
1

4 +
1

5 +
1

x

=
16

37
.

Îòâåò: −0.25.

Ðåøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:

2 +
1

3 +
1

4 +
1

5 +
1

x

=
37

16
, 3 +

1

4 +
1

5 +
1

x

=
16

5
, 4 +

1

5 +
1

x

= 5, 5 +
1

x
= 1, x = −1

4
.

3.2. Íàéäèòå x, åñëè
1

2 +
1

3 +
1

4 +
1

5 +
1

x

=
42

97
.

Îòâåò: −0.5.

3.3. Íàéäèòå x, åñëè
1

2 +
1

3 +
1

4 +
1

5 +
1

x

=
29

67
.

Îòâåò: −1
3
≈ −0.33.

4.1. (12 áàëëîâ) Â òðàïåöèè ABCD íà îñíîâàíèÿõ AD = 17 è BC = 9 îòìå÷åíû òî÷êè E è F
ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òîMENF �ïðÿìîóãîëüíèê, ãäåM è N � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé òðàïåöèè.
Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà EF .

Îòâåò: 4.



Ðåøåíèå. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äèàãîíàëåé òðàïåöèè, ðàâåí ïîëóðàçíîñòè îñíîâà-
íèé, ïîýòîìó MN = AD−BC

2
= 4. Òàê êàê MENF � ïðÿìîóãîëüíèê, òî åãî äèàãîíàëè ðàâíû.

Çíà÷èò, EF = MN = 4.

4.2. Â òðàïåöèè ABCD íà îñíîâàíèÿõ AD = 23 è BC = 13 îòìå÷åíû òî÷êè E è F ñîîòâåòñòâåí-
íî òàê, ÷òî ENFM �ïðÿìîóãîëüíèê, ãäå M è N � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé òðàïåöèè. Íàéäèòå
äëèíó îòðåçêà EF .

Îòâåò: 5.

4.3. Â òðàïåöèè ABCD íà îñíîâàíèÿõ AD = 21 è BC = 15 îòìå÷åíû òî÷êè E è F ñîîòâåòñòâåí-
íî òàê, ÷òî EMFN �ïðÿìîóãîëüíèê, ãäå M è N � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé òðàïåöèè. Íàéäèòå
äëèíó îòðåçêà EF .

Îòâåò: 3.

5.1. (12 áàëëîâ) Ñòîðîæ çàäåðæàë ïîñòîðîííåãî è õî÷åò ïðîãíàòü åãî. Íî ïîïàâøèéñÿ ñêàçàë,
÷òî çàêëþ÷èë ñïîð ñ äðóçüÿìè íà 100 ìîíåò, ÷òî ñòîðîæ íå âûãîíèò åãî îòñþäà (åñëè âûãî-
íèò, òî îí ïëàòèò äðóçüÿì 100 ìîíåò, èíà÷å ïëàòÿò îíè), è, ðåøèâ îòêóïèòüñÿ îò ñòîðîæà,
ïðåäëîæèë åìó íàçâàòü ñóììó. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìîíåò ìîæåò çàïðîñèòü ñòîðîæ, ÷òîáû
ïîñòîðîííèé, ðóêîâîäñòâóÿñü ëèøü âûãîäîé äëÿ ñåáÿ, ãàðàíòèðîâàííî çàïëàòèë ñòîðîæó?

Îòâåò: 199.

Ðåøåíèå. Åñëè ñòîðîæ ïîïðîñèò 199 ìîíåò, òî ïîñòîðîííèé, ñîãëàñèâøèñü, îòäàñò åìó ýòó ñóì-
ìó, íî âûèãðàåò ñïîð è ïîëó÷èò 100 ìîíåò. Èòîãî ïîòåðÿåò 99 ìîíåò. Åñëè ïîñòîðîííèé îòêà-
æåòñÿ, òî ïðîèãðàåò ñïîð è ïîòåðÿåò 100 ìîíåò, òî åñòü äëÿ ïîïàâøåãîñÿ ýòî ìåíåå âûãîäíî (íà
1 ìîíåòó). Åñëè ñòîðîæ ïîòðåáóåò 200, òî ïîñòîðîííèé ìîæåò è îòêàçàòü, òàê êàê ðàçíèöû â
âûãîäå íåò. Åñëè ñòîðîæ ïîòðåáóåò áîëüøå, òî ïîñòîðîííåìó âûãîäíåå îòêàçàòü åìó. Ñòîðîæ
ìîæåò ïîòðåáîâàòü ìåíüøå, íî ïî óñëîâèþ òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøóþ ñóììó. Òàêèì îáðàçîì,
îòâåò � 199 ìîíåò.

5.2. Ñòîðîæ çàäåðæàë ïîñòîðîííåãî è õî÷åò ïðîãíàòü åãî. Íî ïîïàâøèéñÿ ñêàçàë, ÷òî çàêëþ-
÷èë ñïîð ñ äðóçüÿìè íà 150 ìîíåò, ÷òî ñòîðîæ íå âûãîíèò åãî îòñþäà (åñëè âûãîíèò, òî îí
ïëàòèò äðóçüÿì 150 ìîíåò, èíà÷å ïëàòÿò îíè), è, ðåøèâ îòêóïèòüñÿ îò ñòîðîæà, ïðåäëîæèë åìó
íàçâàòü ñóììó. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìîíåò ìîæåò çàïðîñèòü ñòîðîæ, ÷òîáû ïîñòîðîííèé,
ðóêîâîäñòâóÿñü ëèøü âûãîäîé äëÿ ñåáÿ, ãàðàíòèðîâàííî çàïëàòèë ñòîðîæó?

Îòâåò: 299.

6.1. (12 áàëëîâ) ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå 17:00 â ñëåäóþùèé ðàç óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è
ìèíóòíîé ñòðåëêàìè áóäåò òî÷íî òàêèì æå?

Îòâåò: 54 6
11
≈ 54.55.

Ðåøåíèå. Â 17:00 óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàìè ðàâåí 5
12
· 360◦ = 150◦. Áëèæàé-

øèé ìîìåíò, êîãäà óãîë áóäåò òàêèì æå, íàñòóïèò â òå÷åíèå áëèæàéøåãî ÷àñà, ïîñëå òîãî êàê
ìèíóòíàÿ ñòðåëêà îáãîíèò ÷àñîâóþ. Ïóñòü ýòî ñëó÷èëîñü ñïóñòÿ x ìèí. Òîãäà(

x

60
−

5 + x
60

12

)
· 360◦ = 150◦,

îòêóäà x = 54 6
11
ìèí.

6.2. Çà ñêîëüêî ìèíóò äî 16:00 â ïðåäûäóùèé ðàç óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàìè
áûë òî÷íî òàêèì æå?

Îòâåò: 21 9
11
≈ 21.82.



7.1. (12 áàëëîâ) Ôèøêà ìîæåò õîäèòü íà îäíó êëåòêó âïðàâî, ââåðõ èëè
âíèç. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîéòè îò êëåòêè a äî êëåòêè b íà ïîëå,
èçîáðàæ¼ííîì íà ðèñóíêå, ìèíóÿ çàêðàøåííûå êëåòêè? (Ôèøêà íå ìîæåò
õîäèòü ïî òåì êëåòêàì, íà êîòîðûõ óæå áûëà.)

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì êëåòêó íà ïîëå ðàçâèëêîé, åñëè äàëåå èç íå¼ ìîæíî
äâèãàòüñÿ â äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Äâèãàÿñü îò êëåòêè a ââåðõ
èëè âïðàâî, ïðèõîäèì ê îäíîé èç ðàçâèëîê, îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå çíàêîì ×. Äàëåå îò êàæäîé
èç íèõ äî êëåòêè b ìû âñòðåòèì òðè ðàçâèëêè, îòìå÷åííûå íà ðèñóíêå çíàêîì • (ñòðåëêàìè
óêàçàíû âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ), ïîýòîìó âñåãî ñïîñîáîâ 2 · 2 · 2 + 2 · 2 · 2 = 16.

7.2. Ôèøêà ìîæåò õîäèòü íà îäíó êëåòêó âïðàâî, âíèç èëè ââåðõ. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîéòè îò êëåòêè a äî êëåòêè b íà ïîëå, èçîáðàæ¼ííîì íà
ðèñóíêå, ìèíóÿ çàêðàøåííûå êëåòêè? (Ôèøêà íå ìîæåò õîäèòü ïî òåì êëåòêàì,
íà êîòîðûõ óæå áûëà.)

Îòâåò: 16.

7.3. Ôèøêà ìîæåò õîäèòü íà îäíó êëåòêó ââåðõ, âíèç èëè âïðàâî. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîéòè îò êëåòêè a äî êëåòêè b íà ïîëå, èçîáðàæ¼ííîì íà
ðèñóíêå, ìèíóÿ çàêðàøåííûå êëåòêè? (Ôèøêà íå ìîæåò õîäèòü ïî òåì êëåòêàì,
íà êîòîðûõ óæå áûëà.)

Îòâåò: 16.

8.1. (12 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ åãî íà 9
ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, çàïèñàííîå òåìè æå öèôðàìè, íî â íåêîòîðîì äðóãîì ïîðÿäêå.

Îòâåò: 1089.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî äîëæíî íà÷èíàòüñÿ ñ åäèíèöû, èíà÷å óìíîæåíèå íà 9 óâåëè÷èò
÷èñëî öèôð. Ïîñëå óìíîæåíèÿ 1 íà 9 ïîëó÷èì 9, ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðâîíà÷àëüíîì ÷èñëå åñòü
öèôðà 9. ×èñëî 19 íå ïîäõîäèò, çíà÷èò äâóçíà÷íûå ÷èñëà íå ïîäõîäÿò. Ðàññìîòðèì òð¼õçíà÷-
íûå ÷èñëà. Âòîðàÿ öèôðà (ïîñëå åäèíèöû) èñõîäíîãî ÷èñëà íå ïðåâîñõîäèò 1, èíà÷å ïîëó÷àåì
óâåëè÷åíèå ÷èñëà öèôð. Çíà÷èò, òàêèõ ÷èñåë âñåãî äâà: 1a9, ãäå a = 0 èëè a = 1. Îáà ÷èñëà
109, 119 íå óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèþ çàäà÷è. Ðàññìîòðèì òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà âèäà 1ab9, ãäå
a = 0 èëè a = 1. Ñðåäè íèõ íóæíî íàéòè íàèìåíüøåå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ çàäà÷è. Íî
óæå ïðè a = 0 ïîëó÷àåì ÷èñëî 1089, ýòî è åñòü îòâåò (1089 · 9 = 9801).

8.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êðàòíîå 9, ÷òî ÷àñòíîå îò åãî äåëåíèÿ íà
9 çàïèñûâàåòñÿ òåìè æå öèôðàìè, íî â íåêîòîðîì äðóãîì ïîðÿäêå.

Îòâåò: 9801.



9.1. (12 áàëëîâ) Â âîñüìèóãîëüíèêå COMPUTER, èçîáðàæ¼ííîì íà
ðèñóíêå, âñå âíóòðåííèå óãëû ðàâíû 90◦ èëè 270◦, à òàêæå

CO = OM = MP = PU = UT = TE =
√
2.

Âíóòðè îòðåçêîâ TE è CR îòìå÷åíû òî÷êè A èB ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî
ïëîùàäè ÷àñòåé, íà êîòîðûå îòðåçîê AB ðàçáèâàåò âîñüìèóãîëüíèê, ðàâíû. Íàéäèòå ðàçíîñòü
ïåðèìåòðîâ ýòèõ ÷àñòåé.

Îòâåò: 2
√
2 ≈ 2.83.

Ðåøåíèå. Ïóñòü CO = a =
√
2 è îòðåçîê AB äåëèò âîñüìèóãîëüíèê íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè,

ïðè÷¼ì AE = x. Çàìåòèì, ÷òî ER = CR = 3a, à ïëîùàäü âîñüìèóãîëüíèêà ðàâíà 6, çíà÷èò,
ïëîùàäü òðàïåöèè AERB ðàâíà 3a2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

SAERB =
1

2

(
AE +BR

)
· ER =

3a

2

(
x+BR

)
,

îòêóäà BR = 2a− x, BC = x+ a, AT = a− x. Çíà÷èò,

PBCOMPUTA − PAERB = (x+ a+ 5a+ a− x+ AB)− (x+ 3a+ 2a− x+ AB) = 2a = 2
√
2 ≈ 2.83.

9.2. Â âîñüìèóãîëüíèêå COMPUTER, èçîáðàæ¼ííîì íà ðèñóíêå, âñå
âíóòðåííèå óãëû ðàâíû 90◦ èëè 270◦, à òàêæå

CO = OM = MP = PU = UT = TE =
√
3.

Âíóòðè îòðåçêîâ TE è CR îòìå÷åíû òî÷êè A èB ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî
ïëîùàäè ÷àñòåé, íà êîòîðûå îòðåçîê AB ðàçáèâàåò âîñüìèóãîëüíèê, ðàâíû. Íàéäèòå ðàçíîñòü
ïåðèìåòðîâ ýòèõ ÷àñòåé.

Îòâåò: 2
√
3 ≈ 3.46.

10.1. (12 áàëëîâ) Ïîâåðõíîñòü êðóãëîãî ñòîëà ðàçáèòà íà n îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ, â êîòîðûõ
ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî n (n > 4). Çà ñòîëîì ñèäÿò n èãðî-
êîâ ñ íîìåðàìè 1, 2, . . ., n, èäóùèìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñòîë ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé
îñè â îáå ñòîðîíû, ïðè ýòîì èãðîêè îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Èãðîêè ñèäÿò çà ñòîëîì íà îäèíàêîâûõ
ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó, êîãäà ñòîë ïåðåñòà¼ò âðàùàòüñÿ, íàïðîòèâ êàæäîãî ñåê-
òîðà îêàçûâàåòñÿ ðîâíî îäèí èãðîê, è îí ïîëó÷àåò òî ÷èñëî ìîíåò, êîòîðîå íàïèñàíî íà ýòîì
ñåêòîðå. Ïîñëå m âðàùåíèé ñòîëà èãðîê �1 ïîëó÷èë íà 74 ìîíåòû ìåíüøå, ÷åì èãðîê �4, à
èãðîê �2 ïîëó÷èë íà 50 ìîíåò ìåíüøå, ÷åì èãðîê �3. Íàéäèòå m, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èãðîêó
�4 ïî 3 ìîíåòû âûïàäàëî âäâîå áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàç, ÷åì ïî 2 ìîíåòû, íî âäâîå ìåíüøåå,
÷åì ïî îäíîé.

Îòâåò: 69.

Ðåøåíèå. Ïóñòü èãðîêó �3 îäíà ìîíåòà äîñòàâàëàñü ðîâíî k ðàç, òî ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
(m− k)− (n− 1)k = 50. Ðîâíî â 7k ñëó÷àÿõ îäíà ìîíåòà äîñòàâàëàñü êîìó-òî èç èãðîêîâ 2, 3, 4,
òîãäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 3(m−7k)−7k(n−3) = 74. Ðàñêðûâàåì ñêîáêè, ïðèâîäèì ïîäîáíûå è
ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé m−nk = 50, 3m−7nk = 74. Óìíîæàåì ïåðîâîå ðàâåíñòâî
íà 7, âû÷èòàåì èç íåãî âòîðîå è ïîëó÷àåì m = 69.

10.2. Ïîâåðõíîñòü êðóãëîãî ñòîëà ðàçáèòà íà n îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ, â êîòîðûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî n (n > 4). Çà ñòîëîì ñèäÿò n èãðîêîâ ñ
íîìåðàìè 1, 2, . . ., n, èäóùèìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñòîë ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè
â îáå ñòîðîíû, ïðè ýòîì èãðîêè îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Èãðîêè ñèäÿò çà ñòîëîì íà îäèíàêîâûõ



ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó, êîãäà ñòîë ïåðåñòà¼ò âðàùàòüñÿ, íàïðîòèâ êàæäîãî ñåê-
òîðà îêàçûâàåòñÿ ðîâíî îäèí èãðîê, è îí ïîëó÷àåò òî ÷èñëî ìîíåò, êîòîðîå íàïèñàíî íà ýòîì
ñåêòîðå. Ïîñëå m âðàùåíèé ñòîëà èãðîê �1 ïîëó÷èë íà 71 ìîíåòó ìåíüøå, ÷åì èãðîê �4, à
èãðîê �2 ïîëó÷èë íà 40 ìîíåò ìåíüøå, ÷åì èãðîê �3. Íàéäèòå m, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èãðîêó
�4 ïî 3 ìîíåòû âûïàäàëî âòðîå áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàç, ÷åì ïî 2 ìîíåòû, íî âäâîå ìåíüøåå,
÷åì ïî îäíîé.

Îòâåò: 47.

10.3. Ïîâåðõíîñòü êðóãëîãî ñòîëà ðàçáèòà íà n îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ, â êîòîðûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî n (n > 4). Çà ñòîëîì ñèäÿò n èãðîêîâ ñ
íîìåðàìè 1, 2, . . ., n, èäóùèìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñòîë ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè
â îáå ñòîðîíû, ïðè ýòîì èãðîêè îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Èãðîêè ñèäÿò çà ñòîëîì íà îäèíàêîâûõ
ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó, êîãäà ñòîë ïåðåñòà¼ò âðàùàòüñÿ, íàïðîòèâ êàæäîãî ñåê-
òîðà îêàçûâàåòñÿ ðîâíî îäèí èãðîê, è îí ïîëó÷àåò òî ÷èñëî ìîíåò, êîòîðîå íàïèñàíî íà ýòîì
ñåêòîðå. Ïîñëå m âðàùåíèé ñòîëà èãðîê �1 ïîëó÷èë íà 73 ìîíåòû ìåíüøå, ÷åì èãðîê �4, à
èãðîê �2 ïîëó÷èë íà 40 ìîíåò ìåíüøå, ÷åì èãðîê �3. Íàéäèòå m, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èãðîêó
�4 ïî 3 ìîíåòû âûïàäàëî òàêîå æå êîëè÷åñòâî ðàç, êàê è ïî 2 ìîíåòû, íî âäâîå ìåíüøåå, ÷åì
ïî îäíîé.

Îòâåò: 87.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2018/2019 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 10�11 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

1.1. Èç öèôð 1, 3 è 5 ñîñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå
öèôðû ðàçëè÷íû. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òàêèõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë.

Îòâåò. 1998 (âñå âîçìîæíûå ÷èñëà: 135, 153, 315, 351, 513, 531).

1.2. Èç öèôð 1, 2 è 5 ñîñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå
öèôðû ðàçëè÷íû. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òàêèõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë.

Îòâåò. 1776 (âñå âîçìîæíûå ÷èñëà: 125, 152, 215, 251, 512, 521).

2.1. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îäèí êàòåò êîòîðîãî íà 1/3 áîëüøå
äðóãîãî è íà 1/3 ìåíüøå ãèïîòåíóçû.

Îòâåò.
2
3
≈ 0.67.

2.2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îäèí êàòåò êîòîðîãî íà 2/3 áîëüøå
äðóãîãî è íà 2/3 ìåíüøå ãèïîòåíóçû.

Îòâåò.
8
3
≈ 2.67.

3.1. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 577a, 2020b

7
, c

7
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè.
Îòâåò. 4039.
Ðåøåíèå. Ïóñòü b = aq, c = aq2. Ñâîéñòâà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè è óñëîâèÿ çàäà÷è

ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ 2 · 2020aq
7

= 577a+ aq2

7
⇔ q2−4040q+4039 = 0, îòêóäà q = 1 èëè q = 4039.

Óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî ïðè q = 4039 (åñëè, íàïðèìåð,
a = −1).

3.2. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 451a, 2030b

9
, c

9
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè.
Îòâåò. 4059.

3.3. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 311a, 1711b

11
è c

11
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè.
Îòâåò. 3421.

3.4. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 641a, 2244b

7
è c

7
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè.
Îòâåò. 4487.

3.5. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 671a, 3020b

9
è c

9
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè.
Îòâåò. 6039.

3.6. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 279a, 1535b

11
è c

11
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè.
Îòâåò. 3069.

4.1. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñèñòåìîé{
2π(x2 + y2) 6 15,
x4 − y4 6 xy − x3y3.

Îòâåò. 3.75.
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Ðåøåíèå. Ïåðâîå ìíîæåñòâî åñòü âíóòðåííîñòü êðóãà ðàäèóñà
√

15
2π
.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî

x3(x+ y3) 6 y(x+ y3) ⇔ (x3 − y)(x+ y3) 6 0.

Èçîáðàçèâ íà ïëîñêîñòè êðèâûå y = x3 è x = −y3, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòå-
ìå óäîâëåòâîðÿåò çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îòìå÷åííûå
öèôðîé 1 îáëàñòè îäèíàêîâû, à òàêæå îäèíàêîâû îáëàñòè, îòìå÷åííûå öèôðîé 2, ïîëó÷àåì,

÷òî èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà ïëîùàäè ïîëóêðóãà ðàäèóñà
√

15
2π
, òî åñòü ðàâíà 1

2
π
(√

15
2π

)2
= 15

4
.

4.2. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñèñòåìîé{
π(x2 + y2) 6 17,
x4 − y4 6 x3y3 − xy.

Îòâåò. 8.5.

4.3. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñèñòåìîé{
π(x2 + y2) 6 23,
x4 − y4 > xy − x3y3.

Îòâåò. 11.5.

4.4. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñèñòåìîé{
2π(x2 + y2) 6 29,
x4 − y4 > x3y3 − xy.

Îòâåò. 7.25.

5.1. Êàêîâ íàèáîëüøèé îáú¼ì ïèðàìèäû SABC, ó êîòîðîé AB = 5, AC = 8 è sin∠BAC =
4
5
, à âñå áîêîâûå ð¼áðà SA, SB, SC îáðàçóþò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ îäèíàêîâûå óãëû, íå
ïðåâûøàþùèå 60◦?

Îòâåò. 10
√

137
3
≈ 67.58.

Ðåøåíèå. Ìàêñèìóì îáú¼ìà ðåàëèçóåòñÿ ïðè óãëå α = 60◦, òîãäà âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà
R tgα = R

√
3, ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè. Ïðè çàäàííûõ

óñëîâèÿõ âîçìîæíû äâà òðåóãîëüíèêà � îñòðîóãîëüíûé è òóïîóãîëüíûé, ïëîùàäè êîòîðûõ
ñîâïàäàþò (îíè ðàâíû 5·8

2
· 4
5
= 16), íî ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè áóäåò áîëüøå ó òóïî-

óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Òîãäà

BC2 = 52 + 82 − 2 · 5 · 8 ·
(
−3

5

)
= 25 + 64 + 48 = 137, è R =

√
137

2 · 4
5

=
5
√
137

8
.

Èòîãîâûé îáú¼ì ðàâåí V = 1
3
· 16 · 5

√
137
8

√
3 = 10

√
137
3
≈ 67.58.

5.2. Êàêîâ íàèáîëüøèé îáú¼ì ïèðàìèäû SABC, ó êîòîðîé AB = 5, AC = 8 è sin∠BAC =
3
5
, à âñå áîêîâûå ð¼áðà SA, SB, SC îáðàçóþò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ îäèíàêîâûå óãëû, íå
ïðåâûøàþùèå 60◦?

Îòâåò. 10
√
51 ≈ 71.41.

5.3. Êàêîâ íàèáîëüøèé îáú¼ì ïèðàìèäû SABC, ó êîòîðîé AB = 3, AC = 5 è sin∠BAC =
4
5
, à âñå áîêîâûå ð¼áðà SA, SB, SC îáðàçóþò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ îäèíàêîâûå óãëû, íå
ïðåâûøàþùèå 60◦?

Îòâåò.
5
√
39
2
≈ 15.61.



5.4. Êàêîâ íàèáîëüøèé îáú¼ì ïèðàìèäû SABC, ó êîòîðîé AB = 3, AC = 5 è sin∠BAC =
3
5
, à âñå áîêîâûå ð¼áðà SA, SB, SC îáðàçóþò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ îäèíàêîâûå óãëû, íå
ïðåâûøàþùèå 60◦?

Îòâåò.
5
√
174
4
≈ 16.49.

6.1. Íà 19 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà 15, 16, 17, . . . , 33 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó
íà êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü
ìåæäó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè
ó êîãî íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 4596.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ó êàæäîãî èç ó÷àñòíèêîâ áóäóò ëèáî òàáëè÷êè òîëüêî
ñ ÷¼òíûìè ÷èñëàìè, ëèáî òîëüêî ñ íå÷¼òíûìè. Âûáèðàåì ó÷àñòíèêà (3 ñïîñîáà), îòäà¼ì åìó âñå
9 òàáëè÷åê ñ ÷¼òíûìè ÷èñëàìè. Îñòàâøèåñÿ 10 òàáëè÷åê ñ íå÷¼òíûìè ÷èñëàìè ðàñïðåäåëÿåì
ìåæäó äâóìÿ îñòàëüíûìè � ýòî ìîæíî ñäåëàòü 210 ñïîñîáàìè. Íî ïðè ýòîì áóäåò 2 ñïîñîáà,
êîãäà êòî-òî èç ýòèõ äâóõ ðåáÿò îñòàíåòñÿ áåç òàáëè÷åê. Çíà÷èò, ïîëó÷àåòñÿ 3·(210−2) ñïîñîáîâ.

Àíàëîãè÷íî îòäà¼ì âñå òàáëè÷êè ñ íå÷¼òíûìè ÷èñëàìè îäíîìó ó÷àñòíèêó, à 9 îñòàëüíûõ
ðàñïðåäåëÿåì ìåæäó äâóìÿ îñòàëüíûìè. Çäåñü ïîëó÷àåòñÿ 3 · (29 − 2) ñïîñîáîâ.

Âñåãî ñïîñîáîâ: 3 · (210 + 29 − 4) = 3 · 4 · (28 + 27 − 1) = 4596.

6.2. Íà 17 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà 10, 11, 12, . . . , 26 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó
íà êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü
ìåæäó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè
ó êîãî íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 2292.

6.3. Íà 23 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà 13, 14, 15, . . . , 35 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó
íà êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü
ìåæäó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè
ó êîãî íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 18420.

6.4. Íà 21 êàðòî÷êå íàïèñàíû ÷èñëà 11, 12, 13, . . . , 31 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó íà
êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü ìåæ-
äó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè ó êîãî
íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ
òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 9204.

6.5. Íà 19 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà 14, 15, 16, . . . , 32 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó
íà êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü
ìåæäó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè
ó êîãî íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 4596.

6.6. Íà 23 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà 12, 13, 14, . . . , 34 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó
íà êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü
ìåæäó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè
ó êîãî íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 18420.



7.1. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = px − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = q â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷¼ì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
324, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 42.

Ðåøåíèå. Ñèñòåìà y = px− x2, xy = q ñâîäèòñÿ ê êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ x3 − px2 + q = 0,
èìåþùåìó, ïî óñëîâèþ çàäà÷è, òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x1, x2, x3, òàê êàê ó ëþáûõ äâóõ ðàçíûõ
òî÷åê êðèâîé y = px− x2 àáñöèññû ðàçëè÷íû. Ïî òåîðåìå Âèåòà,

x1 + x2 + x3 = p, x1x2 + x1x3 + x2x3 = 0, x1x2x3 = −q.

Îáîçíà÷èì A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3). Çàìåòèì, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë x1, x2 èëè
x3 ðàâíî 0, òî q = 0, è ó êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ëèøü äâà êîðíÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ çàäà÷è. Òîãäà, â ñèëó ñèñòåìû,

y1 =
q

x1
, y2 =

q

x2
, y3 =

q

x3
,

îòêóäà

y1 + y2 + y3 = q
x1x2 + x1x3 + x2x3

x1x2x3
= 0; y1y2 + y2y3 + y1y3 = q2

x1 + x2 + x3
x1x2x3

= −pq.

Òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC èìååò êîîðäèíàòû(
1

3
(x1 + x2 + x3),

1

3
(y1 + y2 + y3)

)
.

Ñ ó÷åòîì òåîðåìû Âèåòà èìååì M
(p
3
, 0
)
. Òåïåðü âû÷èñëèì ñóììó êâàäðàòîâ äëèí ñòîðîí

òðåóãîëüíèêà ABC. Îíà ðàâíà

(x1 − x2)2 + (x2 − x3)2 + (x3 − x1)2 + (y1 − y2)2 + (y2 − y3)2 + (y3 − y1)2 =

= 2(x1 + x2 + x3)
2 − 6(x1x2 + x2x3 + x1x3) + 2(y1 + y2 + y3)

2 − 6(y1y2 + y2y3 + y1y3) = 2p2 + 6pq.

Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è,
∣∣∣p
3

∣∣∣ = 2, 2p2 + 6pq = 324, îòêóäà íàõîäèì äâå ïàðû: (p; q) = (6; 7)

èëè (p; q) = (−6;−7). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ pq = 42.

7.2. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = qx − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = p â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷¼ì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
378, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 3 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 36.

7.3. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = px − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = q â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷¼ì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
432, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 4 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 24.

7.4. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = qx − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = p â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷¼ì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
252, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 30.



7.5. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = px − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = q â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷åì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
270, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 3 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 18.

7.6. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = qx − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = p â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷åì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
360, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 4 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 12.

8.1. Äëÿ âñåõ òðîåê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
2 sinx = tg y,
2 cos y = ctg z,
sin z = tg x,

íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ cosx− sin z.
Îòâåò. −5

√
3

6
≈ −1.44.

Ðåøåíèå. Âîçâîäÿ â êâàäðàò ïåðâîå óðàâíåíèå è äîáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì 1, ñ ó÷åòîì
âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååì

4 sin2 x+ 1 = tg2 y + 1 =
1

cos2 y
= 4 tg2 z.

Ïðîäåëûâàÿ òó æå ïðîöåäóðó ñ òðåòüèì óðàâíåíèåì, íàõîäèì

sin2 z + 1 = tg2 x+ 1 =
1

cos2 x
⇒ 4 cos2 x =

4

sin2 z + 1
.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì

5 = 4 tg2 z +
4

sin2 z + 1
=

4 sin2 z

1− sin2 z
+

4

sin2 z + 1
=

4 + 4 sin4 z

1− sin4 z
⇒ 9 sin4 z = 1, sin2 z =

1

3
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó âåëè÷èíó â ïðåäûäóùèå ôîðìóëû, âû÷èñëÿåì cos2 x =
3

4
, tg2 y = 1. Ñòàëî

áûòü, â ðåøåíèÿ (x, y, z) äàííîé â óñëîâèè ñèñòåìû ìîãóò âõîäèòü òîëüêî ÷èñëà

x = ±π
6
+ πk, y = ±π

4
+ πl, z = ± arcsin

1√
3
+ πm, k, l,m ∈ Z,

è, ïîýòîìó âîçìîæíû òîëüêî ñëó÷àè

cosx = ±
√
3

2
, sin z = ± 1√

3
.

Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì ñèñòåìó ïî çíàêàì ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé:

• åñëè x ëåæèò â I ÷åòâåðòè, òî ëèáî y ëåæèò â I ÷åòâåðòè, z ëåæèò â I ÷åòâåðòè, ëèáî y
ëåæèò â III ÷åòâåðòè, z ëåæèò âî II ÷åòâåðòè;

• åñëè x ëåæèò âî II ÷åòâåðòè, òî ëèáî y ëåæèò â I ÷åòâåðòè, z ëåæèò â III ÷åòâåðòè, ëèáî
y ëåæèò â III ÷åòâåðòè, z ëåæèò â IV ÷åòâåðòè;

• åñëè x ëåæèò â III ÷åòâåðòè, òî ëèáî y ëåæèò âî II ÷åòâåðòè, z ëåæèò âî II ÷åòâåðòè, ëèáî
y ëåæèò â IV ÷åòâåðòè, z ëåæèò â I ÷åòâåðòè;



• åñëè x ëåæèò â IV ÷åòâåðòè, òî ëèáî y ëåæèò âî II ÷åòâåðòè, z ëåæèò â IV ÷åòâåðòè, ëèáî
y ëåæèò â IV ÷åòâåðòè, z ëåæèò â III ÷åòâåðòè.

Âçÿâ òðîéêó x =
7π

6
, y = −π

4
, z = arcsin

1√
3
(ïðÿìîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíà óäîâëå-

òâîðÿåò ñèñòåìå èç óñëîâèÿ çàäà÷è), ó êîòîðîé x â III ÷åòâåðòè, à z â I ÷åòâåðòè, ïîëó÷àåì
ìèíèìàëüíîå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé cosx− sin z, ðàâíîå −

√
3/2− 1/

√
3 = −5/2

√
3.

8.2. Äëÿ âñåõ òðîåê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
√
3 sinx = tg y,

2 sin y = ctg z,
sin z = 2 tg x,

íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ cosx− cos z.
Îòâåò. −7

√
2

6
≈ −1.65.

8.3. Äëÿ âñåõ òðîåê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
2 cosx = ctg y,
2 sin y = tg z,
cos z = ctg x,

íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ sinx+ cos z.
Îòâåò. −5

√
3

6
≈ −1.44.

8.4. Äëÿ âñåõ òðîåê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
√
3 cosx = ctg y,

2 cos y = tg z,
cos z = 2 ctg x,

íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ sinx+ sin z.
Îòâåò. −7

√
2

6
≈ −1.65.

9.1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20182019; 20192018], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
1+
√
5

2

)n]
÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)

Îòâåò. 4999.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn =

(
1 +
√
5

2

)n
, yn =

(
1−
√
5

2

)n
, an = xn + yn.

Ïîñêîëüêó −1 < 1−
√
5

2
< 0, èìååì yn ∈ (0; 1) ïðè ÷¼òíûõ n, yn ∈ (−1; 0) ïðè íå÷¼òíûõ n. Òîãäà

[xn] =
[(

1+
√
5

2

)n]
ïðè ÷¼òíûõ n ðàâíî an − 1, a ïðè íå÷¼òíûõ � ïðîñòî an. Êðîìå òîãî, èìååì

an+2 = an+1 + an ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Òàê êàê a1 = 1, a2 = 3, òî a3 = 4 è ïîëó÷àåì òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷¼òíîñòè äëÿ an (n = 1, 2, . . .): íå÷, íå÷, ÷¼ò, íå÷, íå÷, ÷¼ò, . . .

Òîãäà [xn] ñâÿçàíî ñ an òàê:

n 6k 6k + 1 6k + 2 6k + 3 6k + 4 6k + 5
an ÷åò íå÷åò íå÷åò ÷åò íå÷åò íå÷åò
[xn] an − 1 an an − 1 an an − 1 an
[xn] íå÷åò íå÷åò ÷åò ÷åò ÷åò íå÷åò

Òàê êàê xn = an−yn, òî äëÿ íîìåðîâ n âèäà 6k, 6k+1, 6k+5 ÷èñëî [xn] íå÷¼òíî, à äëÿ íîìåðîâ
n âèäà 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 ÷¼òíî. Ïîñêîëüêó 20182019 = 6k1 + 5, 20192018 = 6k2 + 2, ñðåäè
÷èñåë n = 20182019, . . . , 20192018 èñêîìûõ 3 · 20192018−20182022

6
+ 1 = 4999.



9.2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20182018; 20192019], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
3+
√
13

2

)n]
íå÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

x.)
Îòâåò. 5001.

9.3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20042018; 20192005], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
3+
√
17

2

)n]
÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)

Îòâåò. 74994.

9.4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20042005; 20182019], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
1+
√
5

2

)n]
íå÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)

Îòâåò. 70007.

9.5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20052004; 20192018], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
3+
√
13

2

)n]
÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)

Îòâåò. 70007.

9.6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20052019; 20182004], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
3+
√
17

2

)n]
íå÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

x.)
Îòâåò. 64993.

10.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå èç ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

− log2(120− 2x
√
32− 2x)2 +

∣∣∣∣log2 120− 2x
√
32− 2x

(x2 − 2x+ 8)3

∣∣∣∣
5 log7(71− 2x

√
32− 2x)− 2 log2(120− 2x

√
32− 2x)

> 0.

Îòâåò: −13−
√
57 ≈ −20.55.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì f(x) = − log2(x+ 120). Òîãäà, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 71− 2x
√
32− 2x > 0,

èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

2f(−2x
√
32− 2x) + |3f(x2 − 2x− 112)− f(−2x

√
32− 2x)|

(2 log2 7) · f(−2x
√
32− 2x)− 5f(−2x

√
32− 2x− 49)

> 0.

Äëÿ ôóíêöèè h(x) = −2x
√
32− 2x èìååì

h′(x) = −2
√
32− 2x+

2x√
32− 2x

=
6x− 64√
32− 2x

,

òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè h(x) áóäåò x∗ =
32

3
, h(x∗) = −

64

3

√
32

3
≈ −69.67. Äëÿ

ôóíêöèè g(x) = x2 − 2x − 112, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî g(x) > −113. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ
äîïóñòèìûõ x âûðàæåíèÿ

−2x
√
32− 2x, x2 − 2x− 112, −2x

√
32− 2x− 49

ëåæàò â ìíîæåñòâå (−119;+∞), íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò è îòðèöàòåëüíà. Òîãäà

(2 log2 7) · f(−2x
√
32− 2x)− 5f(−2x

√
32− 2x− 49) < (2 log2 7− 5) · f(−2x

√
32− 2x− 49) < 0

ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x, ïîýòîìó èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

|3f(x2 − 2x− 112)− f(−2x
√
32− 2x)| 6 −2f(−2x

√
32− 2x),



êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå{
3f(x2 − 2x− 112) 6 −f(−2x

√
32− 2x),

f(x2 − 2x− 112) > f(−2x
√
32− 2x).

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ýòîé ñèñòåìû èç-çà îòðèöàòåëüíîñòè f(x) âûïîëíåíî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ
x, âòîðîå èç-çà åå óáûâàíèÿ ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó x2−2x−112 6 −2x

√
32− 2x. Åãî ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå (x+
√
32− 2x)2 6 144, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå{ √

32− 2x 6 12− x,
√
32− 2x > −12− x,

ðåøåíèÿìè êîòîðîé áóäóò x ∈ [−13−
√
57; 8].

10.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå èç ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

− log2(105 + 2x
√
x+ 19)3 +

∣∣∣∣log2 105 + 2x
√
x+ 19

(x2 + x+ 3)4

∣∣∣∣
9 log5(76 + 2x

√
x+ 19)− 4 log2(105 + 2x

√
x+ 19)

> 0.

Îòâåò:
−21 +

√
33

2
≈ −7.63.

10.3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå èç ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

− log3(100 + 2x
√
2x+ 25)3 +

∣∣∣∣log3 100 + 2x
√
2x+ 25

(x2 + 2x+ 4)4

∣∣∣∣
3 log6(50 + 2x

√
2x+ 25)− 2 log3(100 + 2x

√
2x+ 25)

> 0.

Îòâåò. 12 + 4
√
3 ≈ 18.93.

10.4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå èç ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

− log3(80− 2x
√
30− 2x)2 +

∣∣∣∣log3 80− 2x
√
30− 2x

(x2 − 2x+ 29)3

∣∣∣∣
7 log7(65− 2x

√
30− 2x)− 4 log3(80− 2x

√
30− 2x)

> 0.

Îòâåò. 8−
√
13 ≈ 4.39.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2018/2019 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 5�6 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

1.1. (2 áàëëà) Â äåâÿòèýòàæíîì äîìå íà êàæäîì ýòàæå ïî 4 êâàðòèðû. Ñêîëüêî ïîäúåçäîâ â
ýòîì äîìå, åñëè âñåãî â í¼ì 180 êâàðòèð?

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. ×èñëî ïîäúåçäîâ ðàâíî 180 : (4 · 9) = 5.

1.2. Â äåñÿòèýòàæíîì äîìå íà êàæäîì ýòàæå ïî 3 êâàðòèðû. Ñêîëüêî ïîäúåçäîâ â ýòîì äîìå,
åñëè âñåãî â í¼ì 120 êâàðòèð?

Îòâåò: 4.

2.1. (14 áàëëîâ) Ìèòÿ ñòàðøå Øóðû íà 11 ëåò. Êîãäà Ìèòå áûëî ñòîëüêî æå ëåò, ñêîëüêî Øóðå
ñåé÷àñ, îí áûë ñòàðøå íå¼ â äâà ðàçà. Ñêîëüêî ëåò Ìèòå?

Îòâåò: 33.

Ðåøåíèå. Øóðà 11 ëåò íàçàä áûëà âäâîå ìîëîæå, ÷åì ñåé÷àñ. Çíà÷èò, åé 22 ãîäà, à Ìèòå 33.

2.2. Ìèòÿ ñòàðøå Øóðû íà 11 ëåò. Êîãäà Ìèòå áûëî ñòîëüêî æå ëåò, ñêîëüêî ñåé÷àñ Øóðå, îí
áûë ñòàðøå íå¼ â äâà ðàçà. Ñêîëüêî ëåò Øóðå?

Îòâåò: 22.

2.3. ×åðåç 28 ëåò ñûíó áóäåò ñòîëüêî æå ëåò, ñêîëüêî ñåé÷àñ îòöó. Ñêîëüêî ëåò îòöó, åñëè
ñåé÷àñ îí â ïÿòü ðàç ñòàðøå ñûíà?

Îòâåò: 35.

2.4. ×åðåç 28 ëåò äî÷åðè áóäåò ñòîëüêî æå ëåò, ñêîëüêî ñåé÷àñ îòöó. Ñêîëüêî ëåò äî÷åðè, åñëè
ñåé÷àñ îíà â ïÿòü ðàç ìëàäøå îòöà?

Îòâåò: 7.

3.1. (14 áàëëîâ) Ïðåäñòàâüòå â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè ÷èñëî
201920192019

191719171917
. Â îòâåò çàïèøèòå

çíàìåíàòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ äðîáè.

Îòâåò: 639.

Ðåøåíèå. Èìååì

201920192019

191719171917
=

2019 · 100010001
1917 · 100010001

=
2019

1917
=

3 · 673
3 · 639

=
673

639
.

Òàê êàê 639 = 32 · 71 è 673 íå äåëèòñÿ íà 3 è 71, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ äðîáü íåñîêðàòèìà.

3.2. Ïðåäñòàâüòå â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè ÷èñëî
201920192019

199219921992
. Â îòâåò çàïèøèòå çíàìåíà-

òåëü ïîëó÷èâøåéñÿ äðîáè.

Îòâåò: 664.

3.3. Ïðåäñòàâüòå â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè ÷èñëî
201920192019

200420042004
. Â îòâåò çàïèøèòå çíàìåíà-

òåëü ïîëó÷èâøåéñÿ äðîáè.

Îòâåò: 668.

4.1. (14 áàëëîâ) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ ðàâíà 51?



Îòâåò: 56.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà öèôð øåñòèçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà 6 ·9 = 54, èñêîìûå
÷èñëà ñóòü 699999, 789999, 888999, à òàêæå âñå ÷èñëà, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íèõ ïåðåñòàíîâêîé
öèôð. Èç öèôð ïåðâîãî èç ýòèõ ÷èñåë ñîñòîÿò 6 øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë (öèôðà 6 ìîæåò ñòîÿòü íà
ëþáîì èç 6 ìåñò), èç öèôð âòîðîãî � 6 ·5 = 30 ÷èñåë (6 âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ îäíîé èç öèôð
7, 8, è åù¼ 5 äëÿ äðóãîé), èç öèôð òðåòüåãî � 6·5·4

1·2·3 = 20 ÷èñåë (6 âàðèàíòîâ äëÿ îäíîé öèôðû
8, åù¼ 5 âàðèàíòîâ äëÿ äðóãîé, 4 âàðèàíòà äëÿ òðåòüåé, íî ïîñêîëüêó ýòè öèôðû îäèíàêîâû,
ìû ó÷ëè êàæäîå ÷èñëî 1 · 2 · 3 = 6 ðàç). Èòîãî 6 + 30 + 20 = 56 ÷èñåë.

4.2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ ðàâíà 42?

Îòâåò: 35.

5.1. (14 áàëëîâ) Äåäêà òÿíóë ðåïêó, à ê íåìó ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèñîåäèíÿëèñü áàáêà, âíó÷êà,
Æó÷êà è êîøêà. Òÿíóò-ïîòÿíóò, âûòÿíóòü íå ìîãóò! Ïîçâàëà êîøêà ìûøêó. Òÿíóò-ïîòÿíóò, âû-
òàùèëè ðåïêó! Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ïîñëåäóþùèé ó÷àñòíèê òÿíåò íà ÷åòâåðòü ñëàáåå ïðåäû-
äóùåãî. Ñêîëüêî ñëåäîâàëî ïîçâàòü èç äåðåâíè ìóæèêîâ, òÿíóùèõ ñ òîé æå ñèëîé, ÷òî è äåäêà,
÷òîáû îíè âìåñòå ñ äåäêîé è êîøêîé ñìîãëè âûòàùèòü ðåïêó?

Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå. Áàáêà, âíó÷êà, Æó÷êà è ìûøêà òÿíóò ñ ñóììàðíîé ñèëîé, ñîñòàâëÿþùåé

3

4
+
(3
4

)2

+
(3
4

)3

+
(3
4

)5

=
2019

1024
= 1

995

1024

îò ñèëû äåäêè. Çíà÷èò, íóæíî ïîçâàòü äâóõ ìóæèêîâ.

5.2. Äåäêà òÿíóë ðåïêó, à ê íåìó ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèñîåäèíÿëèñü áàáêà, âíó÷êà, Æó÷êà è
êîøêà. Òÿíóò-ïîòÿíóò, âûòÿíóòü íå ìîãóò! Ïîçâàëà êîøêà ìûøêó. Òÿíóò-ïîòÿíóò, âûòàùèëè
ðåïêó! Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ïîñëåäóþùèé ó÷àñòíèê òÿíåò íà ÷åòâåðòü ñëàáåå ïðåäûäóùåãî.
Ñêîëüêî ñëåäîâàëî ïîçâàòü èç äåðåâíè ìóæèêîâ, òÿíóùèõ ñ òîé æå ñèëîé, ÷òî è äåäêà, ÷òîáû
îíè âìåñòå ñ äåäêîé è ìûøêîé ñìîãëè âûòàùèòü ðåïêó?

Îòâåò: 3.

6.1. (14 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàïèñü êîòîðîãî ñîäåðæèò 5 íóëåé
è 7 åäèíèö, ïðè÷¼ì ñóììà öèôð, ñòîÿùèõ â ÷¼òíûõ ðàçðÿäàõ, ðàâíà ñóììå öèôð, ñòîÿùèõ â
íå÷¼òíûõ ðàçðÿäàõ.

Îòâåò: 1000001111131.

Ðåøåíèå. ×èñëî 7 íå äåëèòñÿ íà 2, ïîýòîìó â çàïèñè ÷èñëà íå ìîæåò áûòü ðîâíî 5 + 7 = 12
öèôð. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çàïèñü ñîäåðæèò 13 öèôð. Åñëè ¾íîâàÿ¿ öèôðà� ýòî íóëü, òî
ñíîâà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ¾íîâàÿ¿ öèôðà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå 1. Ïîýòîìó äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íàèìåíüøåãî ÷èñëà ïîäáèðàåì åãî òàê, ÷òîáû ýòà öèôðà áûëà êàê ìîæíî ïðàâåå â
çàïèñè ÷èñëà. Ïîïðîáóåì íàéòè èñêîìîå ÷èñëî â âèäå 100000111111x. Ïðèðàâíèâàÿ ñóììû öèôð
íà ÷¼òíûõ è íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå 4 + x = 3, îòêóäà x = 1, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïðîâåðèì ÷èñëî âèäà a = 10000011111x1. Ïîäñ÷èòûâàÿ ñóììû öèôð íà ÷¼òíûõ è íà íå÷¼òíûõ
ìåñòàõ, ïîëó÷àåì 5 = 2 + x ⇒ x = 3. Çíà÷èò, èñêîìîå ÷èñëî 1000001111131.

6.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàïèñü êîòîðîãî ñîäåðæèò 3 íóëÿ è 9 åäèíèö,
ïðè÷¼ì ñóììà öèôð, ñòîÿùèõ â ÷¼òíûõ ðàçðÿäàõ, ðàâíà ñóììå öèôð, ñòîÿùèõ â íå÷¼òíûõ
ðàçðÿäàõ.

Îòâåò: 1000111111131.



7.1. (14 áàëëîâ) Ìèøà íàðèñîâàë òðåóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì 11 è òàê
ðàçðåçàë åãî íà ÷àñòè òðåìÿ ïðÿìûìè ðàçðåçàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòî-
ðîíàì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïåðèìåòðû òð¼õ çàêðàøåííûõ ôèãóð
(òðàïåöèé) îêàçàëèñü ðàâíû 5, 7 è 9. Íàéäèòå ïåðèìåòð ìàëåíüêîãî
òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîñëå ðàçðåçàíèÿ.

Îòâåò: 10.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ó ïàðàëëåëîãðàììîâ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû, òî ó êàæäîé ïîëó-
÷èâøåéñÿ òðàïåöèè áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì îòðåçêàì íà ñòîðîíàõ èñõîäíîãî
òðåóãîëüíèêà. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñóììà ïåðèìåòðîâ òðåõ òðàïåöèé ðàâíà ñóììå ïåðèìåò-
ðà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà (ñóììà áîëüøèõ îñíîâàíèé è áîêîâûõ ñòîðîí òðåõ òðàïåöèé) è
ïåðèìåòðà íîâîãî òðåóãîëüíèêà (ñóììà ìåíüøèõ îñíîâàíèé òðàïåöèé). Çíà÷èò ïåðèìåòð íîâî-
ãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå ïåðèìåòðîâ òðàïåöèé ìèíóñ ïåðèìåòð èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà:
a+ b+ c− P .

7.2. Ìèøà íàðèñîâàë òðåóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì 13 è òàê ðàçðåçàë åãî íà ÷àñòè òðåìÿ ïðÿìûìè
ðàçðåçàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïåðèìåòðû òð¼õ çàêðàøåííûõ
ôèãóð (òðàïåöèé) îêàçàëèñü ðàâíû 7, 8 è 9. Íàéäèòå ïåðèìåòð ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà, ïî-
ëó÷èâøåãîñÿ ïîñëå ðàçðåçàíèÿ.

Îòâåò: 11.

7.3. Ìèøà íàðèñîâàë òðåóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì 15 è òàê ðàçðåçàë åãî íà ÷àñòè òðåìÿ ïðÿìûìè
ðàçðåçàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïåðèìåòðû òð¼õ çàêðàøåííûõ
ôèãóð (òðàïåöèé) îêàçàëèñü ðàâíû 6, 8 è 10. Íàéäèòå ïåðèìåòð ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà,
ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîñëå ðàçðåçàíèÿ.

Îòâåò: 9.

8.1. (14 áàëëîâ) Äâîå ïðîâîäÿò âðåìÿ çà èãðîé: ïî î÷åðåäè íàçûâàþò íå ïðåâîñõîäÿùèå 100
ïðîñòûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà, íàçâàííîãî îäíèì èãðîêîì, áûëà ðàâíà ïåð-
âîé öèôðå ÷èñëà, êîòîðîå ñëåäóþùèì õîäîì íàçûâàåò âòîðîé (êðîìå ñàìîãî ïåðâîãî ïðîñòîãî
÷èñëà, íàçâàííîãî â èãðå). Ïîâòîðÿòü óæå íàçâàííûå ðàíåå ÷èñëà íåëüçÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî
íå ìîæåò íàçâàòü ïî ýòèì ïðàâèëàì î÷åðåäíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç èãðîêîâ
ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø, è íàéäèòå íàèìåíü-
øåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû îáîèìè èãðîêàìè â
òàêîé èãðå.

Îòâåò: 3.

Ðåøåíèå.Îïèøåì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ ïåðâîãî èãðîêà. Ñíà÷àëà ïåðâûé èãðîê íàçûâàåò
ïðîñòîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íà 9 è îòëè÷íîå îò 79 (íàïðèìåð, 19). Ïîñêîëüêó ñðåäè ÷èñåë
90, . . ., 99 ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ÷èñëî 97, ñëåäóþùèì õîäîì âòîðîé èãðîê äîëæåí íàçâàòü
ýòî ÷èñëî. Òîãäà òðåòüèì õîäîì ïåðâûé èãðîê íàçûâàåò 79, è âòîðîé ïðîèãðûâàåò. Çà ìåíüøåå
÷èñëî õîäîâ ïåðâûé èãðîê âûèãðàòü íå ìîæåò, òàê êàê äëÿ ëþáîé öèôðû îò 1 äî 9 ñóùåñòâóåò
ïðîñòîå ÷èñëî èç ïåðâîé ñîòíè, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ ñ ýòîé öèôðû.

8.2. Äâîå ïðîâîäÿò âðåìÿ çà èãðîé: ïî î÷åðåäè íàçûâàþò íå ïðåâîñõîäÿùèå 100 ïðîñòûå ÷èñëà
òàê, ÷òîáû ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà, íàçâàííîãî îäíèì èãðîêîì, áûëà ðàâíà ïåðâîé öèôðå ÷èñëà,
êîòîðîå ñëåäóþùèì õîäîì íàçûâàåò âòîðîé (êðîìå ñàìîãî ïåðâîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, íàçâàííîãî â
èãðå). Ïîâòîðÿòü óæå íàçâàííûå ðàíåå ÷èñëà íåëüçÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò íàçâàòü ïî
ýòèì ïðàâèëàì î÷åðåäíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç èãðîêîâ ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê,
÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø, è íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî
ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå ýòîò èãðîê íàçîâ¼ò â òàêîé èãðå.

Îòâåò: 2.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2018/2019 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 7�8 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

1.1. (4 áàëëà) Ìèòÿ ñòàðøå Øóðû íà 11 ëåò. Êîãäà Ìèòå áûëî ñòîëüêî æå ëåò, ñêîëüêî Øóðå
ñåé÷àñ, îí áûë ñòàðøå íå¼ â äâà ðàçà. Ñêîëüêî ëåò Ìèòå?

Îòâåò: 33.

Ðåøåíèå. Øóðà 11 ëåò íàçàä áûëà âäâîå ìîëîæå, ÷åì ñåé÷àñ. Çíà÷èò, åé 22 ãîäà, à Ìèòå 33.

1.2. Ìèòÿ ñòàðøå Øóðû íà 11 ëåò. Êîãäà Ìèòå áûëî ñòîëüêî æå ëåò, ñêîëüêî ñåé÷àñ Øóðå, îí
áûë ñòàðøå íå¼ â äâà ðàçà. Ñêîëüêî ëåò Øóðå?

Îòâåò: 22.

2.1. (5 áàëëîâ) Îäíà ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà íà 20% ìåíüøå äðóãîé, à åãî ïëîùàäü ðàâíà
4 1
20
. Íàéäèòå áîëüøóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà.

Îòâåò: 2.25.

Ðåøåíèå. Åñëè a � èñêîìàÿ ñòîðîíà, òî èç óñëîâèÿ çàäà÷è 0,8a2 = 81
20
, îòêóäà a2 = 81

16
, a = 9

4
.

2.2. Îäíà ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà íà 60% ìåíüøå äðóãîé, à åãî ïëîùàäü ðàâíà 1 9
40
. Íàéäèòå

áîëüøóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà.

Îòâåò: 1.75.

3.1. (13 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå n, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó n300 < 3500.

Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: n3 < 35 = 243. Ïîñêîëüêó 63 = 216 < 243 <
73 = 289, èñêîìûì ÿâëÿåòñÿ n = 6.

3.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó n300 > 5200.

Îòâåò: 3.

4.1. (13 áàëëîâ) ×èñëèòåëü íåñîêðàòèìîé äðîáè âîçâåëè â êóá, à çíàìåíàòåëü óâåëè÷èëè íà 3. Â
ðåçóëüòàòå äðîáü óäâîèëàñü. Íàéäèòå çíà÷åíèå èñõîäíîé äðîáè, åñëè å¼ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü
� íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Îòâåò:
2
3
≈ 0.67.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ 2 · a
b
= a3

b+3
, îòêóäà a2 = 2(b+3)

b
= 2+ 6

b
. Ïîýòîìó 6 äåëèòñÿ íà b. Åñëè b = 1,

2 èëè 6, òî a2 = 8, 5 èëè 3 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèõ öåëûõ a íå ñóùåñòâóåò. Åñëè b = 3, òî a = 2.
Èñêîìàÿ äðîáü: 2

3
.

4.2. Çíàìåíàòåëü íåñîêðàòèìîé äðîáè âîçâåëè â êóá, à ÷èñëèòåëü óâåëè÷èëè íà 2. Â ðåçóëü-
òàòå äðîáü ñòàëà â òðè ðàçà ìåíüøå. Íàéäèòå çíà÷åíèå èñõîäíîé äðîáè, åñëè å¼ ÷èñëèòåëü è
çíàìåíàòåëü � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Îòâåò:
1
3
≈ 0.33.

5.1. (13 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 11 è çàïèñü êî-
òîðîãî ñîäåðæèò 5 íóëåé è 7 åäèíèö. (Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 11: ÷èñëî
äåëèòñÿ íà 11, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé öèôð, ñòîÿùèõ â ÷¼òíûõ ðàçðÿäàõ, è ñóììîé öèôð,
ñòîÿùèõ â íå÷¼òíûõ ðàçðÿäàõ, äåëèòñÿ íà 11.)

Îòâåò: 1000001111131.



Ðåøåíèå. ×èñëî 7 íå äåëèòñÿ íà 2, ïîýòîìó â çàïèñè ÷èñëà íå ìîæåò áûòü ðîâíî 5 + 7 = 12
öèôð. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çàïèñü ñîäåðæèò 13 öèôð. Åñëè ¾íîâàÿ¿ öèôðà� ýòî íóëü, òî
ñíîâà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ¾íîâàÿ¿ öèôðà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå 1. Ïîýòîìó äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íàèìåíüøåãî ÷èñëà ïîäáèðàåì åãî òàê, ÷òîáû ýòà öèôðà áûëà êàê ìîæíî ïðàâåå â
çàïèñè ÷èñëà. Ïîïðîáóåì íàéòè èñêîìîå ÷èñëî â âèäå 100000111111x. Ïðèðàâíèâàÿ ñóììû öèôð
íà ÷¼òíûõ è íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå 4 + x = 3, îòêóäà x = 1, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïðîâåðèì ÷èñëî âèäà a = 10000011111x1. Ïîäñ÷èòûâàÿ ñóììû öèôð íà ÷¼òíûõ è íà íå÷¼òíûõ
ìåñòàõ, ïîëó÷àåì 5 = 2 + x ⇒ x = 3. Çíà÷èò, èñêîìîå ÷èñëî 1000001111131.

5.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 11 è çàïèñü êîòîðîãî ñîäåð-
æèò 3 íóëÿ è 9 åäèíèö. (Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 11: ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11,
åñëè ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé öèôð, ñòîÿùèõ â ÷¼òíûõ ðàçðÿäàõ, è ñóììîé öèôð, ñòîÿùèõ â
íå÷¼òíûõ ðàçðÿäàõ, äåëèòñÿ íà 11.)

Îòâåò: 1000111111131.

6.1. (13 áàëëîâ) Ìèøà íàðèñîâàë òðåóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì 11 è òàê
ðàçðåçàë åãî íà ÷àñòè òðåìÿ ïðÿìûìè ðàçðåçàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòî-
ðîíàì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïåðèìåòðû òð¼õ çàêðàøåííûõ ôèãóð
(òðàïåöèé) îêàçàëèñü ðàâíû 5, 7 è 9. Íàéäèòå ïåðèìåòð ìàëåíüêîãî
òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîñëå ðàçðåçàíèÿ.

Îòâåò: 10.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ó ïàðàëëåëîãðàììîâ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû, òî ó êàæäîé ïîëó-
÷èâøåéñÿ òðàïåöèè áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì îòðåçêàì íà ñòîðîíàõ èñõîäíîãî
òðåóãîëüíèêà. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñóììà ïåðèìåòðîâ òðåõ òðàïåöèé ðàâíà ñóììå ïåðèìåò-
ðà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà (ñóììà áîëüøèõ îñíîâàíèé è áîêîâûõ ñòîðîí òðåõ òðàïåöèé) è
ïåðèìåòðà íîâîãî òðåóãîëüíèêà (ñóììà ìåíüøèõ îñíîâàíèé òðàïåöèé). Çíà÷èò ïåðèìåòð íîâî-
ãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå ïåðèìåòðîâ òðàïåöèé ìèíóñ ïåðèìåòð èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà:
a+ b+ c− P .

6.2. Ìèøà íàðèñîâàë òðåóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì 13 è òàê ðàçðåçàë åãî íà ÷àñòè òðåìÿ ïðÿìûìè
ðàçðåçàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïåðèìåòðû òð¼õ çàêðàøåííûõ
ôèãóð (òðàïåöèé) îêàçàëèñü ðàâíû 7, 8 è 9. Íàéäèòå ïåðèìåòð ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà, ïî-
ëó÷èâøåãîñÿ ïîñëå ðàçðåçàíèÿ.

Îòâåò: 11.

6.3. Ìèøà íàðèñîâàë òðåóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì 15 è òàê ðàçðåçàë åãî íà ÷àñòè òðåìÿ ïðÿìûìè
ðàçðåçàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïåðèìåòðû òð¼õ çàêðàøåííûõ
ôèãóð (òðàïåöèé) îêàçàëèñü ðàâíû 6, 8 è 10. Íàéäèòå ïåðèìåòð ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà,
ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîñëå ðàçðåçàíèÿ.

Îòâåò: 9.

7.1. (13 áàëëîâ) Ó Þðû åñòü íåîáû÷íûå ÷àñû ñ íåñêîëüêèìè ìèíóòíûìè ñòðåëêàìè, äâèãà-
þùèìèñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Þðà ïîñ÷èòàë, ÷òî çà îäèí ÷àñ ìèíóòíûå ñòðåëêè ïîïàðíî
ñîâïàëè ðîâíî 54 ðàçà. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìèíóòíûõ ñòðåëîê ìîæåò áûòü íà Þðèíûõ
÷àñàõ?

Îòâåò: 28.

Ðåøåíèå. Ïóñòü êàêèå-òî äâå ñòðåëêè ñîâïàëè, òîãäà ÷åðåç 30 ñåêóíä îíè ñîâïàäóò âíîâü. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñòðåëêè â êàæäîé òàêîé ïàðå ñîâïàäóò ðîâíî 2 ðàçà çà ìèíóòó. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè n ñòðåëîê äâèãàþòñÿ â îäíó ñòîðîíó, à m ñòðåëîê � â äðóãóþ, òî 2mn = 54, mn = 27.
Ñëåäîâàòåëüíî, n ìîæåò áûòü ðàâíî 1, 3, 9 èëè 27. Íàèáîëüøàÿ ñóììà m + n ïîëó÷àåòñÿ ïðè
n = 1, m = 27 (èëè íàîáîðîò) è ðàâíà 28.



7.2. Ó Þðû åñòü íåîáû÷íûå ÷àñû ñ íåñêîëüêèìè ìèíóòíûìè ñòðåëêàìè, äâèãàþùèìèñÿ â
ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Þðà ïîñ÷èòàë, ÷òî çà îäèí ÷àñ ìèíóòíûå ñòðåëêè ïîïàðíî ñîâïàëè
ðîâíî 54 ðàçà. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìèíóòíûõ ñòðåëîê ìîæåò áûòü íà Þðèíûõ ÷àñàõ?

Îòâåò: 12.

7.3. Ó Þðû åñòü íåîáû÷íûå ÷àñû ñ íåñêîëüêèìè ìèíóòíûìè ñòðåëêàìè, äâèãàþùèìèñÿ â
ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Þðà ïîñ÷èòàë, ÷òî çà îäèí ÷àñ ìèíóòíûå ñòðåëêè ïîïàðíî ñîâïàëè
ðîâíî 66 ðàç. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìèíóòíûõ ñòðåëîê ìîæåò áûòü íà Þðèíûõ ÷àñàõ?

Îòâåò: 34.

7.4. Ó Þðû åñòü íåîáû÷íûå ÷àñû ñ íåñêîëüêèìè ìèíóòíûìè ñòðåëêàìè, äâèãàþùèìèñÿ â
ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Þðà ïîñ÷èòàë, ÷òî çà îäèí ÷àñ ìèíóòíûå ñòðåëêè ïîïàðíî ñîâïàëè
ðîâíî 66 ðàç. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìèíóòíûõ ñòðåëîê ìîæåò áûòü íà Þðèíûõ ÷àñàõ?

Îòâåò: 14.

8.1. (13 áàëëîâ) Äâîå ïðîâîäÿò âðåìÿ çà èãðîé: ïî î÷åðåäè íàçûâàþò íå ïðåâîñõîäÿùèå 100
ïðîñòûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà, íàçâàííîãî îäíèì èãðîêîì, áûëà ðàâíà ïåð-
âîé öèôðå ÷èñëà, êîòîðîå ñëåäóþùèì õîäîì íàçûâàåò âòîðîé (êðîìå ñàìîãî ïåðâîãî ïðîñòîãî
÷èñëà, íàçâàííîãî â èãðå). Ïîâòîðÿòü óæå íàçâàííûå ðàíåå ÷èñëà íåëüçÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî
íå ìîæåò íàçâàòü ïî ýòèì ïðàâèëàì î÷åðåäíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç èãðîêîâ
ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø, è íàéäèòå íàèìåíü-
øåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû îáîèìè èãðîêàìè â
òàêîé èãðå.

Îòâåò: 3.

Ðåøåíèå.Îïèøåì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ ïåðâîãî èãðîêà. Ñíà÷àëà ïåðâûé èãðîê íàçûâàåò
ïðîñòîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íà 9 è îòëè÷íîå îò 79 (íàïðèìåð, 19). Ïîñêîëüêó ñðåäè ÷èñåë
90, . . ., 99 ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ÷èñëî 97, ñëåäóþùèì õîäîì âòîðîé èãðîê äîëæåí íàçâàòü
ýòî ÷èñëî. Òîãäà òðåòüèì õîäîì ïåðâûé èãðîê íàçûâàåò 79, è âòîðîé ïðîèãðûâàåò. Çà ìåíüøåå
÷èñëî õîäîâ ïåðâûé èãðîê âûèãðàòü íå ìîæåò, òàê êàê äëÿ ëþáîé öèôðû îò 1 äî 9 ñóùåñòâóåò
ïðîñòîå ÷èñëî èç ïåðâîé ñîòíè, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ ñ ýòîé öèôðû.

8.2. Äâîå ïðîâîäÿò âðåìÿ çà èãðîé: ïî î÷åðåäè íàçûâàþò íå ïðåâîñõîäÿùèå 100 ïðîñòûå ÷èñëà
òàê, ÷òîáû ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà, íàçâàííîãî îäíèì èãðîêîì, áûëà ðàâíà ïåðâîé öèôðå ÷èñëà,
êîòîðîå ñëåäóþùèì õîäîì íàçûâàåò âòîðîé (êðîìå ñàìîãî ïåðâîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, íàçâàííîãî â
èãðå). Ïîâòîðÿòü óæå íàçâàííûå ðàíåå ÷èñëà íåëüçÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò íàçâàòü ïî
ýòèì ïðàâèëàì î÷åðåäíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç èãðîêîâ ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê,
÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø, è íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî
ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå ýòîò èãðîê íàçîâ¼ò â òàêîé èãðå.

Îòâåò: 2.

9.1. (13 áàëëîâ) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü âîñåìü èç äåâÿòè öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 è 9 â òàáëèöå 4× 2 (4 ñòðîêè, 2 ñòîëáöà) òàê, ÷òîáû ñóììà öèôð â êàæäîé ñòðîêå, íà÷èíàÿ
ñî âòîðîé, áûëà íà 1 áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåé?

Îòâåò: 64.

Ðåøåíèå. Ñóììà âñåõ äåâÿòè ÷èñåë ðàâíà 45. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ñóììó äâóõ ÷èñåë â ïåðâîé
ñòðîêå, à ÷åðåç a òî åäèíñòâåííîå èç äåâÿòè ÷èñåë ÷èñëî, êîòîðîå ìû íå ðàçìåùàåì â ôèãóðå.
Òîãäà x+ x+ 1+ x+ 2+ x+ 3 = 45− a, îòêóäà 4x+ a = 39. Òàê êàê a � öåëîå ÷èñëî îò 1 äî 9,
òî ïîëó÷àåì 2 âîçìîæíûõ âàðèàíòà: ëèáî x = 9, a = 3, ëèáî x = 8, a = 7.



Åñëè a = 3, òî ìû äîëæíû ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, à ñóììà ÷èñåë â ñòðîêàõ
äîëæíà áûòü ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 9, 10, 11 è 12. Âîçìîæíûå âàðèàíòû äëÿ ÷èñåë ïåðâîé
ñòðîêè: 9 = 1 + 8 = 2 + 7 = 4 + 5.

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò 1 è 8, òî âî âòîðîé ñòðîêå äîëæíû ñòîÿòü 4 è 6, â òðåòüåé 2 è 9,
â ïîñëåäíåé 5 è 7.

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò 2 è 7, òî âî âòîðîé ñòðîêå äîëæíû ñòîÿòü 1 è 9 (ïðè äðóãèõ
âàðèàíòàõ íåëüçÿ ïîäîáðàòü ÷èñëà äëÿ òðåòüåé ñòðîêè), â òðåòüåé 5 è 6, â ïîñëåäíåé 4 è 8.

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò 4 è 5, òî âî âòîðîé ñòðîêå ìîãóò áûòü 1 è 9 èëè 2 è 8. Íî è â
òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå ÷èñëà äëÿ òðåòüåé ñòðîêè íàéòè íåëüçÿ.

Åñëè a = 7, òî ìû äîëæíû ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, à ñóììà ÷èñåë â ñòðîêàõ
äîëæíà áûòü ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 8, 9, 10 è 11. Ñóììà ÷èñåë â ïåðâîé ñòðîêå ðàâíà 8 = 5+3 =
6 + 2.

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò 3 è 5, òî âî âòîðîé ñòðîêå äîëæíû ñòîÿòü 1 è 8, â òðåòüåé 6 è 4,
â ïîñëåäíåé 2 è 9.

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò 6 è 2, òî âî âòîðîé ñòðîêå ìîãóò ñòîÿòü 1 è 8 èëè 4 è 5. Åñëè
òàì ñòîÿò 1 è 8, òî íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü ÷èñëà â ñëåäóþùåé ñòðîêå. Çíà÷èò, òàì ñòîÿò 4 è 5,
òîãäà â ñëåäóþùåé ñòðîêå ñòîÿò 1 è 9, à â ïîñëåäíåé 3 è 8.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ïîëó÷èëîñü 4 âàðèàíòà ðàññòàíîâêè ÷èñåë áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ÷èñåë
â ñòðîêàõ. Òàê êàê â êàæäîé ñòðîêå ÷èñëà ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè, ïîëó÷àåòñÿ ïî 24 = 16
âàðèàíòîâ äëÿ êàæäîé ðàññòàíîâêè. Â èòîãå ïîëó÷àåì 64 âàðèàíòà.

9.2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü âîñåìü èç äåâÿòè öèôð 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 è 8 â
òàáëèöå 4×2 (4 ñòðîêè, 2 ñòîëáöà) òàê, ÷òîáû ñóììà öèôð â êàæäîé ñòðîêå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé,
áûëà íà 2 áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåé?

Îòâåò: 48.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2018/2019 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 9 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

1.1. (2 áàëëà) Èç öèôð 1, 3 è 5 ñîñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, â êàæäîì èç êîòîðûõ
âñå öèôðû ðàçëè÷íû. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òàêèõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë.

Îòâåò: 1998.

Ðåøåíèå. Âñå âîçìîæíûå ÷èñëà: 135, 153, 315, 351, 513, 531.

1.2. Èç öèôð 1, 2 è 5 ñîñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå
öèôðû ðàçëè÷íû. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òàêèõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë.

Îòâåò: 1776.

2.1. (2 áàëëà) Â òðåóãîëüíèêå îäèí èç óãëîâ ìåíüøå 50◦, äðóãîé � ìåíüøå 70◦. Íàéäèòå êîñèíóñ
òðåòüåãî óãëà, åñëè åãî ñèíóñ ðàâåí 4

7
.

Îòâåò: −
√
33
7
≈ −0.82.

Ðåøåíèå. Åñëè sinα = 4
7
è α > 180◦−(50◦+70◦) = 60◦, òî | cosα| =

√
1− sin2 α =

√
33
7

è cosα < 1
2
,

ïîýòîìó cosα = −
√
33
7
.

2.2. Â òðåóãîëüíèêå îäèí èç óãëîâ ìåíüøå 40◦, äðóãîé � ìåíüøå 80◦. Íàéäèòå êîñèíóñ òðåòüåãî
óãëà, åñëè åãî ñèíóñ ðàâåí 5

8
.

Îòâåò: −
√
39
8
≈ −0.78.

3.1. (12 áàëëîâ) ×èñëî
1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ . . .+

2017

2018!

çàïèñàëè â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì. Íàéäèòå äâå
ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëèòåëÿ.

Îòâåò: 99.

Ðåøåíèå. Èìååì

1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ . . .+

2017

2018!
=
(
1− 1

2!

)
+
( 1

2!
− 1

3!

)
+ . . .+

( 1

2017!
− 1

2018!

)
= 1− 1

2018!
=

2018!− 1

2018!
.

Â èòîãå ïîëó÷èëè íåñîêðàòèìóþ äðîáü, à ïîñëåäíèå äâå öèôðû ÷èñëà 2018! − 1 � ýòî äâå
äåâÿòêè.

3.2. ×èñëî
1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ . . .+

2018

2019!

çàïèñàëè â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì. Íàéäèòå òðè
ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëèòåëÿ.

Îòâåò: 999.

4.1. (12 áàëëîâ) Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû CD çà òî÷êó D îòìå÷åíà
òî÷êà E. Áèññåêòðèñà óãëà ABC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AD â òî÷êå K, à áèññåêòðèñà óãëà ADE
ïåðåñåêàåò ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû AB â òî÷êå M . Íàéäèòå BC, åñëè MK = 8 è AB = 3.

Îòâåò:
√
55 ≈ 7.42.



Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó BK � áèññåêòðèñà óãëà ABC, òðåóãîëüíèê ABK ðàâíîáåäðåííûé, AB =
AK. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî AD = AM . Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè AKM è ABD ðàâíû ïî äâóì
êàòåòàì. Ïðèìåíÿÿ â òðåóãîëüíèêå AKM òåîðåìó Ïèôàãîðà, íàõîäèì BC = AD = AM =√
MK2 − AB2 =

√
55.

4.2. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû CD çà òî÷êó D îòìå÷åíà òî÷êà E.
Áèññåêòðèñà óãëà ABC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AD â òî÷êå K, à áèññåêòðèñà óãëà ADE ïåðåñåêàåò
ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû AB â òî÷êå M . Íàéäèòå BC, åñëè MK = 9 è AB = 4.

Îòâåò:
√
65 ≈ 8.06.

4.3. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû CD çà òî÷êó D îòìå÷åíà òî÷êà E.
Áèññåêòðèñà óãëà ABC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AD â òî÷êå K, à áèññåêòðèñà óãëà ADE ïåðåñåêàåò
ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû AB â òî÷êå M . Íàéäèòå BC, åñëè MK = 10 è AB = 7.

Îòâåò:
√
51 ≈ 7.14.

5.1. (12 áàëëîâ) Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü 19a,
124b

13
,
c

13
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷å-

ñêîé ïðîãðåññèè.

Îòâåò: 247.

Ðåøåíèå. Ïóñòü b = aq, c = aq2. Ñâîéñòâà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè è óñëîâèÿ çàäà÷è ïðèâî-
äÿò ê óðàâíåíèþ 2 · 124aq

13
= 19a+ aq2

13
⇔ q2−248q+247 = 0, îòêóäà q = 1 èëè q = 247. Óáûâàþùåé

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî ïðè q = 247 (åñëè, íàïðèìåð, a = −1).

5.2. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c� ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

13a,
59b

9
,
c

9
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Îòâåò: 117.

5.3. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c� ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

19a,
67b

7
,
c

7
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Îòâåò: 133.

6.1. (12 áàëëîâ) Ó Þðû åñòü íåîáû÷íûå ÷àñû ñ íåñêîëüêèìè ìèíóòíûìè ñòðåëêàìè, äâèãà-
þùèìèñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Þðà ïîñ÷èòàë, ÷òî çà îäèí ÷àñ ìèíóòíûå ñòðåëêè ïîïàðíî
ñîâïàëè ðîâíî 54 ðàçà. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìèíóòíûõ ñòðåëîê ìîæåò áûòü íà Þðèíûõ
÷àñàõ?

Îòâåò: 28.

Ðåøåíèå. Ïóñòü êàêèå-òî äâå ñòðåëêè ñîâïàëè, òîãäà ÷åðåç 30 ñåêóíä îíè ñîâïàäóò âíîâü. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñòðåëêè â êàæäîé òàêîé ïàðå ñîâïàäóò ðîâíî 2 ðàçà çà ìèíóòó. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè n ñòðåëîê äâèãàþòñÿ â îäíó ñòîðîíó, à m ñòðåëîê � â äðóãóþ, òî 2mn = 54, mn = 27.
Ñëåäîâàòåëüíî, n ìîæåò áûòü ðàâíî 1, 3, 9 èëè 27. Íàèáîëüøàÿ ñóììà m + n ïîëó÷àåòñÿ ïðè
n = 1, m = 27 (èëè íàîáîðîò) è ðàâíà 28.

6.2. Ó Þðû åñòü íåîáû÷íûå ÷àñû ñ íåñêîëüêèìè ìèíóòíûìè ñòðåëêàìè, äâèãàþùèìèñÿ â
ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Þðà ïîñ÷èòàë, ÷òî çà îäèí ÷àñ ìèíóòíûå ñòðåëêè ïîïàðíî ñîâïàëè
ðîâíî 54 ðàçà. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìèíóòíûõ ñòðåëîê ìîæåò áûòü íà Þðèíûõ ÷àñàõ?

Îòâåò: 12.



6.3. Ó Þðû åñòü íåîáû÷íûå ÷àñû ñ íåñêîëüêèìè ìèíóòíûìè ñòðåëêàìè, äâèãàþùèìèñÿ â
ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Þðà ïîñ÷èòàë, ÷òî çà îäèí ÷àñ ìèíóòíûå ñòðåëêè ïîïàðíî ñîâïàëè
ðîâíî 66 ðàç. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìèíóòíûõ ñòðåëîê ìîæåò áûòü íà Þðèíûõ ÷àñàõ?

Îòâåò: 34.

6.4. Ó Þðû åñòü íåîáû÷íûå ÷àñû ñ íåñêîëüêèìè ìèíóòíûìè ñòðåëêàìè, äâèãàþùèìèñÿ â
ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Þðà ïîñ÷èòàë, ÷òî çà îäèí ÷àñ ìèíóòíûå ñòðåëêè ïîïàðíî ñîâïàëè
ðîâíî 66 ðàç. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìèíóòíûõ ñòðåëîê ìîæåò áûòü íà Þðèíûõ ÷àñàõ?

Îòâåò: 14.

7.1. (12 áàëëîâ) Äâîå ïðîâîäÿò âðåìÿ çà èãðîé: ïî î÷åðåäè íàçûâàþò íå ïðåâîñõîäÿùèå 100
ïðîñòûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà, íàçâàííîãî îäíèì èãðîêîì, áûëà ðàâíà ïåð-
âîé öèôðå ÷èñëà, êîòîðîå ñëåäóþùèì õîäîì íàçûâàåò âòîðîé (êðîìå ñàìîãî ïåðâîãî ïðîñòîãî
÷èñëà, íàçâàííîãî â èãðå). Ïîâòîðÿòü óæå íàçâàííûå ðàíåå ÷èñëà íåëüçÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî
íå ìîæåò íàçâàòü ïî ýòèì ïðàâèëàì î÷åðåäíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç èãðîêîâ
ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø, è íàéäèòå íàèìåíü-
øåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû îáîèìè èãðîêàìè â
òàêîé èãðå.

Îòâåò: 3.

Ðåøåíèå.Îïèøåì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ ïåðâîãî èãðîêà. Ñíà÷àëà ïåðâûé èãðîê íàçûâàåò
ïðîñòîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íà 9 è îòëè÷íîå îò 79 (íàïðèìåð, 19). Ïîñêîëüêó ñðåäè ÷èñåë
90, . . ., 99 ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ÷èñëî 97, ñëåäóþùèì õîäîì âòîðîé èãðîê äîëæåí íàçâàòü
ýòî ÷èñëî. Òîãäà òðåòüèì õîäîì ïåðâûé èãðîê íàçûâàåò 79, è âòîðîé ïðîèãðûâàåò. Çà ìåíüøåå
÷èñëî õîäîâ ïåðâûé èãðîê âûèãðàòü íå ìîæåò, òàê êàê äëÿ ëþáîé öèôðû îò 1 äî 9 ñóùåñòâóåò
ïðîñòîå ÷èñëî èç ïåðâîé ñîòíè, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ ñ ýòîé öèôðû.

7.2. Äâîå ïðîâîäÿò âðåìÿ çà èãðîé: ïî î÷åðåäè íàçûâàþò íå ïðåâîñõîäÿùèå 100 ïðîñòûå ÷èñëà
òàê, ÷òîáû ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà, íàçâàííîãî îäíèì èãðîêîì, áûëà ðàâíà ïåðâîé öèôðå ÷èñëà,
êîòîðîå ñëåäóþùèì õîäîì íàçûâàåò âòîðîé (êðîìå ñàìîãî ïåðâîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, íàçâàííîãî â
èãðå). Ïîâòîðÿòü óæå íàçâàííûå ðàíåå ÷èñëà íåëüçÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò íàçâàòü ïî
ýòèì ïðàâèëàì î÷åðåäíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç èãðîêîâ ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê,
÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø, è íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî
ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå ýòîò èãðîê íàçîâ¼ò â òàêîé èãðå.

Îòâåò: 2.

8.1. (12 áàëëîâ) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü âîñåìü èç äåâÿòè öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 è 9 â òàáëèöå 4× 2 (4 ñòðîêè, 2 ñòîëáöà) òàê, ÷òîáû ñóììà öèôð â êàæäîé ñòðîêå, íà÷èíàÿ
ñî âòîðîé, áûëà íà 1 áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåé?

Îòâåò: 64.

Ðåøåíèå. Ñóììà âñåõ äåâÿòè ÷èñåë ðàâíà 45. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ñóììó äâóõ ÷èñåë â ïåðâîé
ñòðîêå, à ÷åðåç a òî åäèíñòâåííîå èç äåâÿòè ÷èñåë ÷èñëî, êîòîðîå ìû íå ðàçìåùàåì â ôèãóðå.
Òîãäà x+ x+ 1+ x+ 2+ x+ 3 = 45− a, îòêóäà 4x+ a = 39. Òàê êàê a � öåëîå ÷èñëî îò 1 äî 9,
òî ïîëó÷àåì 2 âîçìîæíûõ âàðèàíòà: ëèáî x = 9, a = 3, ëèáî x = 8, a = 7.

Åñëè a = 3, òî ìû äîëæíû ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, à ñóììà ÷èñåë â ñòðîêàõ
äîëæíà áûòü ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 9, 10, 11 è 12. Âîçìîæíûå âàðèàíòû äëÿ ÷èñåë ïåðâîé
ñòðîêè: 9 = 1 + 8 = 2 + 7 = 4 + 5.

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò 1 è 8, òî âî âòîðîé ñòðîêå äîëæíû ñòîÿòü 4 è 6, â òðåòüåé 2 è 9,
â ïîñëåäíåé 5 è 7.



Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò 2 è 7, òî âî âòîðîé ñòðîêå äîëæíû ñòîÿòü 1 è 9 (ïðè äðóãèõ
âàðèàíòàõ íåëüçÿ ïîäîáðàòü ÷èñëà äëÿ òðåòüåé ñòðîêè), â òðåòüåé 5 è 6, â ïîñëåäíåé 4 è 8.

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò 4 è 5, òî âî âòîðîé ñòðîêå ìîãóò áûòü 1 è 9 èëè 2 è 8. Íî è â
òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå ÷èñëà äëÿ òðåòüåé ñòðîêè íàéòè íåëüçÿ.

Åñëè a = 7, òî ìû äîëæíû ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, à ñóììà ÷èñåë â ñòðîêàõ
äîëæíà áûòü ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 8, 9, 10 è 11. Ñóììà ÷èñåë â ïåðâîé ñòðîêå ðàâíà 8 = 5+3 =
6 + 2.

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò 3 è 5, òî âî âòîðîé ñòðîêå äîëæíû ñòîÿòü 1 è 8, â òðåòüåé 6 è 4,
â ïîñëåäíåé 2 è 9.

Åñëè â ïåðâîé ñòðîêå ñòîÿò 6 è 2, òî âî âòîðîé ñòðîêå ìîãóò ñòîÿòü 1 è 8 èëè 4 è 5. Åñëè
òàì ñòîÿò 1 è 8, òî íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü ÷èñëà â ñëåäóþùåé ñòðîêå. Çíà÷èò, òàì ñòîÿò 4 è 5,
òîãäà â ñëåäóþùåé ñòðîêå ñòîÿò 1 è 9, à â ïîñëåäíåé 3 è 8.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ïîëó÷èëîñü 4 âàðèàíòà ðàññòàíîâêè ÷èñåë áåç ó÷åòà ïîðÿäêà ÷èñåë
â ñòðîêàõ. Òàê êàê â êàæäîé ñòðîêå ÷èñëà ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè, ïîëó÷àåòñÿ ïî 24 = 16
âàðèàíòîâ äëÿ êàæäîé ðàññòàíîâêè. Â èòîãå ïîëó÷àåì 64 âàðèàíòà.

8.2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü âîñåìü èç äåâÿòè öèôð 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 è 8 â
òàáëèöå 4×2 (4 ñòðîêè, 2 ñòîëáöà) òàê, ÷òîáû ñóììà öèôð â êàæäîé ñòðîêå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé,
áûëà íà 2 áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåé?

Îòâåò: 48.

9.1. (12 áàëëîâ) Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå K. Íà èõ îáùåé âíóòðåí-
íåé êàñàòåëüíîé îòìå÷åíà òî÷êà P òàêèì îáðàçîì, ÷òî KP = 14. ×åðåç òî÷êó P ê îêðóæíîñòÿì
ïðîâåäåíû äâå ñåêóùèå, ïðè÷¼ì îäíà èç íèõ âûñåêàåò íà ïåðâîé îêðóæíîñòè õîðäó AB = 45,
à äðóãàÿ � íà âòîðîé îêðóæíîñòè õîðäó CD = 21, ïðè÷¼ì òî÷êà A ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè B è
P , à òî÷êà C � ìåæäó òî÷êàìè D è P . Íàéäèòå îòíîøåíèå BC : AD.

Îòâåò: 1.75.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé íàõîäèì AP = 4, CP = 7. Êðîìå òîãî, PA·PB =
PK2 = PC · PD, ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè BPC è DPA ïîäîáíû ïî äâóì ïðîïîðöèîíàëüíûì
ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè. Çíà÷èò, BC : AD = CP : AP = 7

4
.

9.2. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå K. Íà èõ îáùåé âíóòðåííåé êàñàòåëü-
íîé îòìå÷åíà òî÷êà P òàêèì îáðàçîì, ÷òî KP = 18. ×åðåç òî÷êó P ê îêðóæíîñòÿì ïðîâåäåíû
äâå ñåêóùèå, ïðè÷¼ì îäíà èç íèõ âûñåêàåò íà ïåðâîé îêðóæíîñòè õîðäó AB = 48, à äðóãàÿ íà
âòîðîé îêðóæíîñòè õîðäó CD = 27, ïðè÷¼ì òî÷êà A ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè B è P , à òî÷êà C
� ìåæäó òî÷êàìè D è P . Íàéäèòå îòíîøåíèå BC : AD.

Îòâåò: 1.5.

10.1. (12 áàëëîâ) Ïðî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, l, m, n èçâåñòíî, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå
òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë k, l, m, n ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èëè óðàâíåíèÿ
ax2 − bx+ c = 0, èëè óðàâíåíèÿ cx2 − 16bx+ 256a = 0. Íàéäèòå k2 + l2 +m2 + n2.

Îòâåò: 325.

Ðåøåíèå. Åñëè k, l � êîðíè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, òî êîðíÿìè âòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà m = 16
k
,

n = 16
l
. Ïîýòîìó ÷èñëà k, l, m, n � äåëèòåëè ÷èñëà 16. Äåëèòåëÿìè 16 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1, 2,

4, 8 è 16, íî ÷èñëî 4 íå ïîäõîäèò, òàê êàê ïî óñëîâèþ âñå ÷èñëà k, l, m, n ðàçëè÷íû. Çíà÷èò,
k2 + l2 +m2 + n2 = 12 + 22 + 82 + 162 = 325.

10.2. Ïðî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, l, m, n èçâåñòíî, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå òðè íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëà a, b, c, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë k, l, m, n ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èëè óðàâíåíèÿ ax2−bx+c = 0,
èëè óðàâíåíèÿ cx2 − 8bx+ 64a = 0. Íàéäèòå k2 + l2 +m2 + n2.

Îòâåò: 85.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018/2019 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 10�11 êëàññîâ

Îòâåòû è ðåøåíèÿ

1.1. Èç ïîñåëêà íà ñòàíöèþ ïî îäíîé äîðîãå îäíîâðåìåííî îòïðàâèëèñü
äà÷íèê À ïåøêîì è ìîòîöèêë ñ ïàññàæèðîì � äà÷íèêîì Á. Íå äî-
åõàâ äî ñòàíöèè, ìîòîöèêëèñò âûñàäèë ïàññàæèðà è ñðàçó ïîåõàë
îáðàòíî ê ïîñåëêó, à äà÷íèê Á ïîøåë ê ñòàíöèè ïåøêîì. Âñòðåòèâ
äà÷íèêà À, ìîòîöèêëèñò ïîñàäèë åãî ê ñåáå è ïðèâåç íà ñòàíöèþ. Â
ðåçóëüòàòå îáà äà÷íèêà ïðèáûëè íà ñòàíöèþ îäíîâðåìåííî. Êàêóþ
÷àñòü ïóòè îò ïîñåëêà äî ñòàíöèè äà÷íèê À ïðîåõàë íà ìîòîöèêëå,
åñëè äà÷íèêè øëè ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, â 9 ðàç ìåíüøåé ñêîðî-
ñòè ìîòîöèêëà?
Îòâåò:

5
6 .

Ðåøåíèå. Ïðèìåì ïóòü îò ïîñåëêà äî ñòàíöèè çà 1. Ïîñêîëüêó îáà
äà÷íèêà ïîòðàòèëè íà ïóòü äî ñòàíöèè îäíî è òî æå âðåìÿ è ïîëü-
çîâàëèñü îäíèì è òåì æå ìîòîöèêëîì, òî ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå
èìè ïåøêîì, îäíî è òî æå (ýòî ìîæíî óâèäåòü òàêæå è íà ãðà-
ôèêàõ èõ äâèæåíèÿ). Îáîçíà÷èì ýòî ðàññòîÿíèå ÷åðåç x. Òîãäà
ïóòü, êîòîðûé ïðîåõàë ìîòîöèêëèñò äî âñòðå÷è ñ äà÷íèêîì À, ðà-
âåí (1 − x) + (1 − 2x) = 2 − 3x. Òàê êàê ñêîðîñòü ìîòîöèêëèñòà â 9
ðàç áîëüøå ñêîðîñòè äà÷íèêà, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 2 − 3x = 9x,
îòêóäà x = 1/6.

1.2. Èç ïîñ¼ëêà íà ñòàíöèþ ïî îäíîé äîðîãå îäíîâðåìåííî îòïðàâèëèñü
äà÷íèê À ïåøêîì è ìîòîöèêë ñ ïàññàæèðîì � äà÷íèêîì Á. Íå äî-
åõàâ äî ñòàíöèè, ìîòîöèêëèñò âûñàäèë ïàññàæèðà è ñðàçó ïîåõàë
îáðàòíî ê ïîñ¼ëêó, à äà÷íèê Á ïîøåë ê ñòàíöèè ïåøêîì. Âñòðåòèâ
äà÷íèêà À, ìîòîöèêëèñò ïîñàäèë åãî ê ñåáå è ïðèâ¼ç íà ñòàíöèþ. Â
ðåçóëüòàòå îáà äà÷íèêà ïðèáûëè íà ñòàíöèþ îäíîâðåìåííî. Ñêîëüêî
ïðîöåíòîâ ïóòè îò ïîñåëêà äî ñòàíöèè äà÷íèê Á ïðîø¼ë ïåøêîì, åñ-
ëè äà÷íèêè øëè ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, â 7 ðàç ìåíüøåé ñêîðîñòè
ìîòîöèêëà?
Îòâåò: 20%.

1.3. Èç ïîñ¼ëêà íà ñòàíöèþ ïî îäíîé äîðîãå îäíîâðåìåííî îòïðàâèëèñü
äà÷íèê À � ïåøêîì è äà÷íèê Á � íà òàêñè. Íå äîåõàâ äî ñòàíöèè,
òàêñèñò âûñàäèë ñâîåãî ïàññàæèðà è ñðàçó ïîåõàë îáðàòíî ê ïîñ¼ëêó,
à äà÷íèê Á ïîøåë ê ñòàíöèè ïåøêîì. Âñòðåòèâ äà÷íèêà À, òàêñèñò
ïîäñàäèë åãî ê ñåáå è ïðèâ¼ç íà ñòàíöèþ. Â ðåçóëüòàòå îáà äà÷íèêà

ïðèáûëè íà ñòàíöèþ îäíîâðåìåííî. Êàêóþ ÷àñòü ïóòè îò ïîñ¼ëêà äî
ñòàíöèè äà÷íèê À ïðîåõàë íà òàêñè, åñëè äà÷íèêè øëè ñ îäèíàêîâîé
ñêîðîñòüþ, â 15 ðàç ìåíüøåé ñêîðîñòè òàêñè?
Îòâåò:

8
9 .

1.4. Èç ïîñ¼ëêà íà ñòàíöèþ ïî îäíîé äîðîãå îäíîâðåìåííî îòïðàâèëèñü
äà÷íèê À � ïåøêîì è äà÷íèê Á � íà òàêñè. Íå äîåõàâ äî ñòàíöèè,
òàêñèñò âûñàäèë ñâîåãî ïàññàæèðà è ñðàçó ïîåõàë îáðàòíî ê ïîñ¼ëêó,
à äà÷íèê Á ïîøåë ê ñòàíöèè ïåøêîì. Âñòðåòèâ äà÷íèêà À, òàêñèñò
ïîäñàäèë åãî ê ñåáå è ïðèâ¼ç íà ñòàíöèþ. Â ðåçóëüòàòå îáà äà÷íè-
êà ïðèáûëè íà ñòàíöèþ îäíîâðåìåííî. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïóòè îò
ïîñ¼ëêà äî ñòàíöèè äà÷íèê Á ïðîø¼ë ïåøêîì, åñëè äà÷íèêè øëè ñ
îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, â 17 ðàç ìåíüøåé ñêîðîñòè òàêñè?
Îòâåò: 10%.

2.1. Íàéäèòå öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a+
9

b
, ãäå a è b � ñîîòâåòñòâåííî öåëàÿ

è äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà
√
76− 42

√
3.

Îòâåò: 12.

Ðåøåíèå. Äàííîå ÷èñëî ðàâíî
√
76− 42

√
3 =

√(
7− 3

√
3
)2

= 7 −
3
√
3 = 1+

(
6− 3

√
3
)
, ãäå 6−3

√
3 ∈ (0; 1). Ïîýòîìó a = 1, b = 6−3

√
3.

Çíà÷èò, a + 9
b = 1 + 9

6−3
√
3
= 1 + 3

2−
√
3
= 1 + 3

(
2 +
√
3
)
= 7 + 3

√
3.

Òàê êàê 12 < 7 + 3
√
3 < 13, òî öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a+ 9

b ðàâíà 12.

2.2. Íàéäèòå öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a+
8

b
, ãäå a è b � ñîîòâåòñòâåííî öåëàÿ

è äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà
√
48− 24

√
3.

Îòâåò: 16.

2.3. Íàéäèòå öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a+
9

b
, ãäå a è b � ñîîòâåòñòâåííî öåëàÿ

è äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà
√
12− 6

√
3.

Îòâåò: 34.

2.4. Íàéäèòå öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a+
8

b
, ãäå a è b � ñîîòâåòñòâåííî öåëàÿ

è äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà
√
19− 8

√
3.

Îòâåò: 31.



3.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
2x+2y + 2x = 3 · 2y,
22x+y + 2 · 2y = 4 · 2x.

Îòâåò: x = y = 1
2 .

Ðåøåíèå. {
2x · (2y)2 + 2x = 3 · 2y,
(2x)2 · 2y + 2 · 2y = 4 · 2x

2x = u (> 0), 2y = v (> 0){
uv2 + u− 3v = 0,

u2v + 2v − 4u = 0.

uv2 − u2v + u− 2v − 3v + 4u = 0,

uv(v − u) + 5(u− v) = 0,

uv(v − u)− 5(v − u) = 0,

(uv − 5)(v − u) = 0,[
uv = 5
v − u = 0

[
u = 5

v
u = v

u =
5

v
5

v
· v2 + 5

v
− 3v = 0

5v +
5

v
− 3v = 0

2v +
5

v
= 0

2v2 + 5 = 0

(íåò ðåøåíèé)

u = v

v3 − 2v = 0

v = 0, v = ±
√
2

2x = 2
1
2

(x, y) =

(
1

2
,
1

2

)
Îòâåò:

(
1
2 ,

1
2

)

3.2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
2x+y − 2x−y = 4,

2x+y − 8 · 2y−x = 6.

Îòâåò: x = 5
2 , y = 1

2 .

Ðåøåíèå.

2x+y = u (> 0), 2y−x = v (> 0){
u− v = 4,

u− 8
v = 6{

u = v + 4,

v + 4− 8
v = 6

v2 + 4v − 6v − 8 = 0

v2 − 2v − 8 = 0[
v = 4

v = −2 (ïîñòîðîííèé êîðåíü)
⇒ u = 4 + 4 = 8{

2x−y = 4

2x+y = 8{
x− y = 2

x+ y = 3

2x = 5, 2y = 1

x =
5

2
, y =

1

2

3.3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
3x+2y + 3x = 4 · 3y,
32x+y + 2 · 3y = 5 · 3x.

Îòâåò: x = y = 1
2 .

3.4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
3x+y − 3x−y = 18,

3x+y − 27 · 3y−x = 24.

Îòâåò: x = 5
2 , y = 1

2 .



4.1. Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè E è K, ïðè÷¼ì òî÷-
êà E ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è K è AE : EK : KC = 3 : 5 : 4.
Ìåäèàíà AD ïåðåñåêàåò îòðåçêè BE è BK â òî÷êàõ L è M ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ BLM è ABC.
Îòâåò:

1
5 .

Ðåøåíèå. Òàê êàê ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ïëîùàäü ïîïî-
ëàì, òî S(ABD) = S(ADC) è S(BMD) = S(MDC), à çíà÷èò,

S(ABM) = S(AMC) = 3
2S(AMK). Â òî æå âðåìÿ S(ABM)

S(AMK) = BM
MK ,

ïîýòîìó BM
MK = 3

2 . Îòñþäà
S(BLM)
S(LMK) = 3

2 , à çíà÷èò, S(ABL) =

3
2S(ALK) = 3

2 ·
8
3S(ALE) = 4S(ALE). Ïîýòîìó BL

LE = S(ABL)
S(ALE) = 4.

Ïî òåîðåìå îá îòíîøåíèè ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùèì óãëîì
S(BLM)
S(BEK) = BL

BE ·
BM
BK = 4

5 ·
3
5 = 12

25 . Â òî æå âðåìÿ S(BEK)
S(ABC) = EK

AC = 5
12 .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî S(BLM)
S(ABC) = S(BLM)

S(BEK) ·
S(BEK)
S(ABC) = 12

25 ·
5
12 = 1

5 .

4.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC îòìå÷åíà òàêàÿ òî÷êà D, ÷òî
BD : DC = 1 : 5, à íà ñòîðîíå AC � òî÷êè E è K, ïðè÷¼ì òî÷êà E
ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è K. Îòðåçîê AD ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêàìè
BE è BK â òî÷êàõM è N ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì BM :ME = 3 : 4,
BN : NK = 2 : 3. Íàéäèòå îòíîøåíèå AM : ND.
Îòâåò: 120 : 49.

4.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå AC îòìå÷åíû òàêèå òî÷êè E è K,
÷òî AE = EK = KC. Íà ñòîðîíå BC âçÿòà òàêàÿ òî÷êà D, ÷òî
îòðåçîê AD ïåðåñåêàåò îòðåçêè BE è BK â òî÷êàõ N è M ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðè÷¼ì AN : NM = 4 : 3. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè
÷åòûð¼õóãîëüíèêà CKMD ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC.
Îòâåò:

1
6 .

4.4. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC îòìå÷åíà òàêàÿ òî÷êà D, ÷òî
BD : DC = 1 : 3, à íà ñòîðîíå AC � òî÷êè E è K, ïðè÷¼ì òî÷êà E
ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è K. Îòðåçîê AD ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêàìè
BE è BK â òî÷êàõM è N ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì BM :ME = 7 : 5,
BN : NK = 2 : 3. Íàéäèòå îòíîøåíèå MN : AD.
Îòâåò: 11 : 45. Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì òåîðåìó Ìåíåëàÿ 1)

AN

ND

DB

DC

CK

KA
= 1

AN

ND

1

4

CK

KA
= 1

2)
BD

DC

CA

AK

KN

NB
= 1

1

3

CA

AK

3

2
= 1

CA

AK
= 2 ⇒ CK

KA
= 1

3)
AN

ND
=

4

1

4)
AM

MD

DB

BC

CE

EA
= 1

AM

MD

x

4x

CE

EA
= 1

5)
BD

DC

CA

AE

EM

MB
= 1

x

3x

CA

AE

EM

MB
= 1

1

3

CA

AE

5

7
= 1

CA

AE
=

21

5
⇒ CE

EA
=

16

5

6)
AM

MD

1

4

16

5
= 1

AM

MD
=

5

4

Èìååì èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé, îáîçíà÷èâ

AN = 4p, ND = p,AN = 5κ,MD = 4κ :

AD = 5κ+ 4κ = 5p

κ =
5

9
p

MN

AD
=

4κ− p
5p

=
45
9p− p
5p

=
11

45



5.1. Ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} èçâåñòíî, ÷òî a1 = 1,5 è an =
1

n2 − 1
ïðè n ∈ N, n > 1. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ n, ÷òî ñóììà ïåð-
âûõ n ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòëè÷àåòñÿ îò 2,25 ìåíüøå,
÷åì íà 0,01? Åñëè äà, òî íàéäèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: äà, n = 100.
Ðåøåíèå. Îáùàÿ ôîðìóëà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (êðîìå ïåðâî-
ãî) ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê (n > 2):

an =
1

n2 − 1
=

1

2

(
1

n− 1
− 1

n+ 1

)
.

Â ðåçóëüòàòå ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êðîìå ïåð-
âîãî, ïðèíèìàåò âèä:

1

2

[(
1− 1

3

)
+

(
1

2
− 1

4

)
+

(
1

3
− 1

5

)
+

(
1

4
− 1

6

)
+

(
1

5
− 1

7

)
+

+ . . .+

(
1

n− 3
− 1

n− 1

)
+

(
1

n− 2
− 1

n

)
+

(
1

n− 1
− 1

n+ 1

)]
.

Ïîñëå ñîêðàùåíèé äëÿ ñóììû n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæíî çàïèñàòü:

Sn = 1,5 +
1

2

[
1 +

1

2
− 1

n
− 1

n+ 1

]
= 2,25− 1

2

(
1

n
+

1

n+ 1

)
.

Ïóñòü f(n) = 1
2

(
1
n + 1

n+1

)
. Òîãäà ïîñêîëüêó f(n) óáûâàåò è

f(100) =
1

2

(
1

100
+

1

101

)
<

1

2

(
1

100
+

1

100

)
=

1

100
,

f(99) =
1

2

(
1

99
+

1

100

)
>

1

2

(
1

100
+

1

100

)
=

1

100
,

èñêîìîå çíà÷åíèå n ðàâíî 100.

5.2. Ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} èçâåñòíî, ÷òî a1 = 1,25 è an =
2

n2 − 1
ïðè n ∈ N, n > 1. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ n, ÷òî ñóììà ïåð-
âûõ n ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòëè÷àåòñÿ îò 2,75 ìåíüøå,
÷åì íà 0,01? Åñëè äà, òî íàéäèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: äà, n = 200.

5.3. Ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} èçâåñòíî, ÷òî a1 = 1,5 è an =
3

n2 − 1
ïðè n ∈ N, n > 1. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ n, ÷òî ñóììà ïåð-
âûõ n ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòëè÷àåòñÿ îò 3,75 ìåíüøå,
÷åì íà 0,01? Åñëè äà, òî íàéäèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: äà, n = 300.

5.4. Ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} èçâåñòíî, ÷òî a1 = 1,25 è an =
4

n2 − 1
ïðè n ∈ N, n > 1. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ n, ÷òî ñóììà ïåð-
âûõ n ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòëè÷àåòñÿ îò 4,25 ìåíüøå,
÷åì íà 0,01? Åñëè äà, òî íàéäèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: äà, n = 400.

6.1. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

sin2018 x+ cos−2019 x > cos2018 x+ sin−2019 x,

ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó
[
−π

4 ;
7π
4

]
.

Îòâåò:
[
−π

4 ; 0
)
∪
[
π
4 ;

π
2

)
∪
(
π; 5π4

]
∪
(
3π
2 ; 7π4

]
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(t) = t2018 − t−2019 âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç
ïîëóèíòåðâàëîâ [−1, 0) è (0, 1]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ f ′(t) =

t−2020(2018t4037+2019) = 0 ïðè t = − 4037

√
2019
2018 < −1, ïîýòîìó f

′(t) >

0 íà êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ [−1, 0) è (0, 1]. Êðîìå òîãî f(t) 6 0,
åñëè 0 < t 6 1, à åñëè −1 6 t < 0, òî f(t) > 2. Ïîýòîìó èñõîäíîå
íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ:

f(sinx) > f(cosx)⇔


sinx > cosx > 0,
0 > sinx > cosx,{

sinx < 0,
cosx > 0.

Çíà÷èò, îòâåò íà ïåðèîäå îò π
4 äî 7π

4 âûãëÿäèò òàê:
[
−π

4 ; 0
)
∪
[
π
4 ;

π
2

)
∪(

π; 5π4
]
∪
(
3π
2 ; 7π4

]
6.2. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

cos2018 x+ sin−2019 x > sin2018 x+ cos−2019 x,

ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó
[
−4π

3 ; 2π3
]
.

Îòâåò:
[
−4π

3 ;−π
)
∪
[
−3π

4 ;−π
2

)
∪
(
0; π4

]
∪
(
π
2 ;

2π
3

]
.

6.3. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

sin2018 x+ cos−2019 x 6 cos2018 x+ sin−2019 x,

ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó
[
−5π

4 ; 3π4
]
.

Îòâåò:
[
−5π

4 ;−π
)
∪
[
−3π

4 ;−π
2

)
∪
(
0; π4

]
∪
(
π
2 ;

3π
4

]
.

6.4. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

cos2018 x+ sin−2019 x 6 sin2018 x+ cos−2019 x,

ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó
[
−π

3 ;
5π
3

]
.

Îòâåò:
[
−π

3 ; 0
)
∪
[
π
4 ;

π
2

)
∪
(
π; 5π4

]
∪
(
3π
2 ; 5π3

]



7.1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

4a2 + 3x lg x+ 3 lg2 x = 13a lg x+ ax

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
Îòâåò: 2.
Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (3 lg x−a)(x+
lg x− 4a) = 0, îòêóäà èìååì ñîâîêóïíîñòü[

lg x = a
3 ,

x+ lg x = 4a.

Êàæäîå èç óðàâíåíèé ýòîé ñîâîêóïíîñòè ïðè ëþáîì a èìååò åäèí-
ñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, òàê êàê íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
f1(x) = lg x è f2(x) = x + lg x íà îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ
(0;+∞) ñòðîãî âîçðàñòàþò è ïðèíèìàþò âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
èç (−∞; +∞). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòî ðåøåíèÿ ñîâïàëè.
Òîãäà x = 11a/3, lg x = a/3, ñëåäîâàòåëüíî, 10a/3 = 11a/3. Ýòî
óðàâíåíèå èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ
g(t) = 10t−11t ñòðîãî óáûâàåò íà (−∞; lg(11 lg e)], ñòðîãî âîçðàñòàåò
íà [lg(11 lg e); +∞), ïðèíèìàåò â òî÷êå t = 1 îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå,
à â òî÷êàõ t = 0 è t = 2 � ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

7.2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

3a2 + 4x lg x+ 4 lg2 x = 13a lg x+ ax

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
Îòâåò: 2.

7.3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

5a2 + 3x lg x+ 9 lg2 x = 18a lg x+ ax

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
Îòâåò: 2.

7.4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

5a2 + 4x lg x+ 12 lg2 x = 23a lg x+ ax

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
Îòâåò: 2.

8.1. Áîêîâîå ðåáðî ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ðàâíî 2. Ìîæåò ëè å¼ îáú¼ì
áûòü ðàâíûì 3,25?
Îòâåò: íåò.
Ðåøåíèå. Îáú¼ì ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ìåíüøå îáú¼ìà îïèñàííîãî
âîêðóã íå¼ êîíóñà. Åñëè îáîçíà÷èòü áîêîâîå ðåáðî ÷åðåç b, à óãîë
ìåæäó îáðàçóþùåé êîíóñà è îñíîâàíèåì ÷åðåç α, òî ðàäèóñ îñíîâà-
íèÿ êîíóñà ðàâåí b cosα, à âûñîòà êîíóñà ðàâíà b sinα. Òàêèì îáðà-
çîì, îáú¼ì êîíóñà ðàâåí 1

3πb
2 cos2 α · b sinα = 1

3πb
3 cos2 α sinα.

Íàéä¼ì ìàêñèìóì ôóíêöèè f(α) = cos2 α sinα = sinα − sin3 α ïðè
α ∈ (0; π2 ). Ìàêñèìóì ôóíêöèè y = t − t3 ïðè t ∈ (0; 1) äîñòèãàåòñÿ
ïðè 1 − 3t2 = 0, òî åñòü â òî÷êå t = 1√

3
. Òàêèì îáðàçîì, f(α) =

sinα− sin3 α ïðè α ∈ (0; π2 ) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî
2

3
√
3
.

Çíà÷èò, îáú¼ì êîíóñà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 2πb3

9
√
3
= 16π

9
√
3
.

Äîêàæåì, ÷òî 16π
9
√
3
< 3,25 = 13

4 ⇔ π < 117
√
3

64 . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê 117
√
3

64 > 117·1,73
64 > 3,16 > π. Ïîýòîìó ïèðàìèäû

ñ îáú¼ìîì 3,25 íå ñóùåñòâóåò.

8.2. Îáú¼ì ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ðàâåí π. Ìîæåò ëè å¼ áîêîâîå ðåáðî
áûòü ðàâíûì 1,98?
Îòâåò: íåò.

8.3. Áîêîâîå ðåáðî ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ðàâíî 4. Ìîæåò ëè å¼ îáú¼ì
áûòü ðàâíûì 26?
Îòâåò: íåò.

8.4. Îáú¼ì ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ðàâåí 8π. Ìîæåò ëè å¼ áîêîâîå ðåáðî
áûòü ðàâíûì 3,96?
Îòâåò: íåò.



ЛОМОНОСОВ – 2019. МАТЕМАТИКА. Критерии проверки (10-11 классы) 

 

Задача № 1 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Правильное уравнение, но арифметические ошибки ∓ 5 

Замечание. Графическое решение является решением.   

 

Задача № 2 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Идейно верное решение. (верно раскрыта иррациональность, 

найдены a,b) с полными обоснованиями, но ответ неверен вслед-

ствие одной вычислительной ошибки  

± 10 

Верно раскрыта иррациональность, найдены a,b, нет обоснования ∓ 5 

Замечание.  

 

Задача № 3 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Арифметическая ошибка в конце решения ± 10 

Не отброшен отрицательный корень  показательного уравнения  0 

 

Задача № 4 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Одна арифметическая ошибка при полностью правильном решении  ± 10 

Арифметические ошибки при правильном ходе решения или 

найдено верно отношение площадей (отрезков) при задании найти 

отношение отрезков (площадей) 

∓ 5 

Замечание. Допускается решение с использованием теоремы Ме-

нелая (ее доказательство не требуется) 
  

 

Задача № 5 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Ответ «да» обоснован верно. Минимальное значение n найдено 

ошибочно при правильном ходе решения.  
± 10 

 Получена только односторонняя оценка для f(n) ∓ 5 

 

Задача № 6 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Доказана монотонность на полуинтервалах, свел задачу к совокуп-

ности двух неравенств. Не учтен случай, когда значения тригоно-

метрических функций попадают в разные полуинтервалы 

± 10 

Ошибка в решении тригонометрических неравенств при обосно-

ванной монотонности . 
∓ 5 



 

Задача № 7 = 15 баллов Плюсы-минусы Балл 

Верное разложение на множители, доказано, что каждое из двух 

уравнений эквивалентной совокупности имеет единственное реше-

ние, сделан вывод, что эти решения должны совпадать.  

± 10 

Верное разложение на множители. ∓ 5 

Замечание. Под “доказано” имеются в виду упоминания монотонного возрастания соответству-

ющих функций и указание области их значений, или используется выпуклость. Если есть верный 

ответ, подтвержденный графиком логарифмической функции, исключено касание и отсутствие 

решений, то надо ставить 15 

 

 

Задача № 8= 15 баллов  Плюсы-минусы Балл 

Свел задачу к конусу, получил функцию объем конуса, при иссле-

довании функции допущена ошибка, возможно приведшая к не-

верному ответу. 

 Или без конуса . Найдено экстремальное значение R (или угла), 

есть формула максимального объема пирамиды при каждом n и 

указана ее точная верхняя грань 

± 10 

Свел задачу к конусу, получил функцию  объема конуса,  но нет 

или не обосновано требуемое сравнение 
∓ 5 

 



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018/2019 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 5�6 êëàññîâ

Çàäà÷à 1. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ çàïèñåé ÷èñåë èñïîëüçóþò îäíîòèïíûå ìåòàëëè÷åñêèå ôîðìû
öèôð:

Ñêîëüêî ¾âåñèò¿ ÷èñëî 2019, åñëè ÷èñëî 1 ¾âåñèò¿ 1 êã?

Îòâåò: 9,5 êã.

Ðåøåíèå. ×èñëó 1 ñîîòâåòñòâóåò ôîðìà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ ¾ïàëîê¿, âåñ êàæäîé èç êî-
òîðûõ ðàâåí 0,5 êã. ×èñëî 2019 ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ôîðì: â äâîéêå 5 ¾ïàëîê¿, â íóëå � 6, â
åäèíèöå � 2, â äåâÿòêå 6 ¾ïàëîê¿. Çíà÷èò, îíî âåñèò (5 + 6 + 2 + 6)/2 = 19/2 = 9,5 êã.

Çàäà÷à 2. Ó Ìèøè åñòü íàáîð èç äåâÿòè êàðòî÷åê ñ áóêâàìè ñëîâà ¾ËÎÌÎÍÎÑÎÂ¿. Íà
îáîðîòíîé ñòîðîíå êàæäîé êàðòî÷êè Ìèøà íàïèñàë ïî öèôðå òàê, ÷òî íà êàðòî÷êàõ ñ îäèíà-
êîâûìè áóêâàìè öèôðû îäèíàêîâû, à íà êàðòî÷êàõ ñ ðàçíûìè áóêâàìè � ðàçëè÷íû. Ïðè ýòîì
îêàçàëîñü âåðíûì ðàâåíñòâî

Ë+
Î

M
+Î+Í+

Î

Ñ
= ÎÂ,

â êîòîðîì îáå âõîäÿùèå â íåãî äðîáè ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè. Êàêèå öèôðû ìîã íàïèñàòü Ìèøà
íà êàðòî÷êàõ? Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè îäèí ïðèìåð.

Îòâåò: 8 +
2

3
+ 2 + 9 +

2

6
= 20 (ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè 8 è 9, à òàêæå 3 è 6).

Ðåøåíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü îêàçàâøåãîñÿ âåðíûì ðàâåíñòâà ìåíüøå âåëè÷èíû 10 + 9 + 10 = 29, à
çíà÷èò, öèôðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áóêâå ¾Î¿, ìîæåò îêàçàòüñÿ ëèáî åäèíèöåé, ëèáî äâîéêîé. Ïðè

ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
Î

M
+
Î

Ñ
= 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà êàðòî÷êå ñ áóêâîé ¾Î¿

ìîæåò îêàçàòüñÿ òîëüêî öèôðà 2, à çíà÷èò, íà êàðòî÷êàõ ñ áóêâàìè ¾Ì¿ è ¾Ñ¿ íàïèñàíû (â
ëþáîì ïîðÿäêå) öèôðû 3 è 6. Â òàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Ë+Í+ 1 + 2 > 20, èç
êîòîðîãî âîññòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ öèôð íà îñòàâøèõñÿ êàðòî÷êàõ.

Çàäà÷à 3. Íà ðåêå îò îäíîé ïðèñòàíè â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ â 13:00 âûøëè äâà
îäèíàêîâûõ ïðîãóëî÷íûõ êàòåðà. Îäíîâðåìåííî ñ íèìè îò ïðèñòàíè îò÷àëèë ïëîò. ×åðåç ÷àñ
îäèí èç êàòåðîâ ðàçâåðíóëñÿ è ïîïëûë â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Â 15:00 òî æå ñàìîå ñäåëàë è
âòîðîé êàòåð. Êàêîâà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, åñëè â ìîìåíò âñòðå÷è êàòåðîâ ïëîò îòîø¼ë îò ïðèñòàíè
íà 7,5 êì?

Îòâåò: 2,5 êì/÷.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îòñ÷¼òà, ñâÿçàííóþ ñ ðåêîé. Â ýòîé ñèñòåìå êàòåðà äâèãàþòñÿ
ñ ðàâíûìè ñêîðîñòÿìè: âíà÷àëå 1 ÷àñ óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ, çàòåì åù¼ 1 ÷àñ äâèãàþòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè (ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèì íå
ìåíÿåòñÿ), à çàòåì ñáëèæàþòñÿ äî âñòðå÷è. Ïîñêîëüêó íà âòîðîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó êàòåðàìè íå ìåíÿëîñü, ñáëèæàòüñÿ îíè áóäóò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî óäàëÿëèñü,
òî åñòü 1 ÷àñ. Òàêèì îáðàçîì, ñ ìîìåíòà îòïëûòèÿ äî âñòðå÷è ïðîøëî 3 ÷àñà. Çà ýòî âðåìÿ ïëîò
ïðîïëûë (ñî ñêîðîñòüþ òå÷åíèÿ) 7,5 êì. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ñêîðîñòü ðàâíà 2,5 êì/÷.

Çàäà÷à 4. Êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû 3×3 ðàñêðàøèâàþò â îäèí èç òð¼õ öâåòîâ òàê, ÷òî êëåòêè,
èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, èìåþò ðàçíûé öâåò, ïðè÷¼ì íåîáÿçàòåëüíî âñå òðè öâåòà èñïîëüçîâà-
íû. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ðàñêðàñîê?

Îòâåò: 246.
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Ðåøåíèå. Öåíòðàëüíóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü â ëþáîé èç òð¼õ öâåòîâ, íàçîâ¼ì ýòîò öâåò a.
Êàæäóþ èç ÷åòûð¼õ êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé, ìîæíî ðàñêðàñèòü â ëþ-
áîé èç äâóõ îñòàâøèõñÿ öâåòîâ. Ïóñòü êëåòêà, ðàñïîëîæåííàÿ íàä öåíòðàëüíîé, ðàñêðàøåíà
â öâåò b. Òðåòèé öâåò íàçîâ¼ì c. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñêðàñêè êëåòîê, èìå-
þùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé, è çàêîäèðóåì èõ ñòðî÷êàìè èç áóêâ b è c, êîòîðûå íà-
÷èíàþòñÿ ñ áóêâû b, à çàòåì ñîîòâåòñòâóþò öâåòàì ýòèõ êëåòîê, ïðîáåãàåìûõ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Íàïðèìåð, ðàñêðàñêà

b

c a b

c

áóäåò çàêîäèðîâàíà ñòðî÷êîé bccb. Ðàññìîòðèì ëþáóþ óãëîâóþ êëåòêó. Åñëè äâå êëåòêè,
èìåþùèå ñ íåé îáùóþ ñòîðîíó, ðàñêðàøåíû â îäèí öâåò, òî óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü
äâóìÿ ñïîñîáàìè. Åñëè æå ýòè äâå êëåòêè ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, òî óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî
ðàñêðàñèòü òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì. Ñîñòàâèì òàáëèöó, â êîòîðîé äëÿ êàæäîé èç 8 ïîëó÷åííûõ
êîäèðóþùèõ ñòðî÷åê óêàæåì ÷èñëî ðàñêðàñîê óãëîâûõ êëåòîê.

bbbb 16 bbcb 4 bcbb 4 bccb 4
bbbc 4 bbcc 4 bcbc 1 bccc 4

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷èñëî ðàñêðàñîê ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü öåí-
òðàëüíóþ êëåòêó íà ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü êëåòêó, ðàñïîëîæåííóþ íàä öåíòðàëüíîé, íà
ñóììó ÷èñåë ïîñòðîåííîé òàáëèöû: 3 · 2 · (16 + 6 · 4 + 1) = 246.

Çàäà÷à 5. Èç 24 îäèíàêîâûõ äåðåâÿííûõ êóáèêîâ ñêëåèëè ¾òðóáó¿ � êóá 3×3×3
ñ óáðàííîé ¾ñåðäöåâèíîé¿ èç òð¼õ êóáèêîâ (ñì. ðèñóíîê). Ìîæíî ëè â êàæäîì
êâàäðàòèêå íà ïîâåðõíîñòè ¾òðóáû¿ ïðîâåñòè äèàãîíàëü òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ
çàìêíóòûé ïóòü, êîòîðûé íè ÷åðåç îäíó âåðøèíó íå ïðîõîäèò äâàæäû?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå. Äèàãîíàëåé íà ïîâåðõíîñòè ¾òðóáû¿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ãðàíåé êóáèêîâ íà ýòîé
ïîâåðõíîñòè: 4 ·9+2 ·8+12 = 64. Íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ çàìêíóòûé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì
äèàãîíàëÿì, äîëæåí ñîäåðæàòü ñòîëüêî æå âåðøèí. Âåðøèí âñåõ êóáèêîâ òàêæå 64 (÷åòûðå
¾ñëîÿ¿ ïî 16 âåðøèí � çàäåéñòâîâàíû âñå óçëîâûå òî÷êè êóáà 3×3×3). Ðàñêðàñèì èõ â ÷¼ðíûé
è áåëûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå: ó êàæäîé âåðøèíû ñîñåäíèå äðóãîãî öâåòà. Ïîëó÷èòñÿ ïî
32 âåðøèíû êàæäîãî öâåòà. Íî èñêîìûé ïóòü ìîæåò ïðîõîäèòü òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû îäíîãî
öâåòà, è ïîýòîìó ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå 32 äèàãîíàëåé.

Çàäà÷à 6. Ïåòÿ ïðîïóñòèë ôóòáîëüíûé ìàò÷ ¾Äèíàìî¿�¾Øèííèê¿ è, ïðèäÿ óòðîì â øêîëó,
óñëûøàë, êàê äðóçüÿ îáñóæäàþò ðåçóëüòàòû èãðû. Ñîñåä Ïåòè ïî ïàðòå Âàñÿ îòêàçàëñÿ íàçâàòü
ñ÷¼ò ìàò÷à, îäíàêî ñîãëàñèëñÿ ÷åñòíî îòâåòèòü íà ëþáûå äâà âîïðîñà Ïåòè îá èãðå, îòâåòàìè íà
êîòîðûå ìîãóò áûòü ëèøü ñëîâà ¾äà¿ èëè ¾íåò¿. Óñëûøàâ ýòî, òðè äðóãà Ïåòè ÷åñòíî ñêàçàëè
åìó ñëåäóþùåå.

Ðîìà: ¾Åñëè ÿ íàçîâó îáùåå êîëè÷åñòâî çàáèòûõ ãîëîâ çà ìàò÷, òî òåáå íàâåðíÿêà óäàñòñÿ
óçíàòü ó Âàñè ñ÷¼ò¿.

Îëåã: ¾Âîîáùå-òî, äàæå åñëè ïðîèãðàâøàÿ êîìàíäà çàáèëà áû íà îäèí ãîë áîëüøå, òî èí-
ôîðìàöèè îá îáùåì êîëè÷åñòâå çàáèòûõ ãîëîâ çà ìàò÷ áûëî áû äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàâåðíÿêà
óçíàòü ó Âàñè ñ÷¼ò¿.

Ñåð¼æà: ¾Íàïàäàþùèé �Øèííèêà� ñäåëàë ñàìóþ êðàñèâóþ ãîëåâóþ ïåðåäà÷ó â ýòîì ñåçîíå¿.
Ñìîæåò ëè òåïåðü Ïåòÿ íàâåðíÿêà óçíàòü ó Âàñè ñ÷¼ò, çàäàâ ëèøü îäèí âîïðîñ?

Îòâåò: Äà.

Ðåøåíèå. Èç ñëîâ Ðîìàíà è Îëåãà ñëåäóåò, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ãîëîâ â ìàò÷å íå ïðåâîñõîäèò
äâóõ, à òàêæå ÷òî îäíà èç êîìàíä îäåðæàëà ïîáåäó. Âàðèàíòû ñ÷¼òà: 0 : 1, 1 : 0, 0 : 2 è 2 : 0.
Èç ñëîâ Ñåð¼æè òåïåðü ÿñíî, ÷òî âûèãðàë ¾Øèííèê¿, òàê êàê ïðîèãðàâøàÿ êîìàíäà íå ìîãëà
çàáèòü íè îäíîãî ãîëà. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñ÷¼òà òåïåðü äîñòàòî÷íî çàäàòü îäèí âîïðîñ Âàñå.
Âîïðîñ ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, òàêèì: ¾Â ìàò÷å áûëî çàáèòî áîëüøå îäíîãî ãîëà?¿.
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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018/2019 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 7�8 êëàññîâ

Çàäà÷à 1. Ó Ìèøè åñòü íàáîð èç äåâÿòè êàðòî÷åê ñ áóêâàìè ñëîâà ¾ËÎÌÎÍÎÑÎÂ¿. Íà
îáîðîòíîé ñòîðîíå êàæäîé êàðòî÷êè Ìèøà íàïèñàë ïî öèôðå òàê, ÷òî íà êàðòî÷êàõ ñ îäèíà-
êîâûìè áóêâàìè öèôðû îäèíàêîâû, à íà êàðòî÷êàõ ñ ðàçíûìè áóêâàìè � ðàçëè÷íû. Ïðè ýòîì
îêàçàëîñü âåðíûì ðàâåíñòâî

Ë+
Î

M
+Î+Í+

Î

Ñ
= ÎÂ,

â êîòîðîì îáå âõîäÿùèå â íåãî äðîáè ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè. Êàêèå öèôðû ìîã íàïèñàòü Ìèøà
íà êàðòî÷êàõ? Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ.

Îòâåò: 8 +
2

3
+ 2+ 9+

2

6
= 20 è âàðèàíòû, â êîòîðûõ ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè ïàðû öèôð 8 è 9,

3 è 6.

Ðåøåíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü îêàçàâøåãîñÿ âåðíûì ðàâåíñòâà ìåíüøå âåëè÷èíû 10 + 9 + 10 = 29, à
çíà÷èò, öèôðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áóêâå ¾Î¿, ìîæåò îêàçàòüñÿ ëèáî åäèíèöåé, ëèáî äâîéêîé. Ïðè

ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
Î

M
+
Î

Ñ
= 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà êàðòî÷êå ñ áóêâîé ¾Î¿

ìîæåò îêàçàòüñÿ òîëüêî öèôðà 2, à çíà÷èò, íà êàðòî÷êàõ ñ áóêâàìè ¾Ì¿ è ¾Ñ¿ íàïèñàíû (â
ëþáîì ïîðÿäêå) öèôðû 3 è 6. Â òàêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Ë+Í+ 1 + 2 > 20, èç
êîòîðîãî âîññòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ öèôð íà îñòàâøèõñÿ êàðòî÷êàõ.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 8 +
2

3
+ 2 + 9 +

2

6
= 20 è âàðèàíòû, â êîòîðûõ ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè

ïàðû öèôð 8 è 9, 3 è 6.

Çàäà÷à 2. Óáåäèòåñü, ÷òî 1009 = 152 + 282, è ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 2018 â âèäå ñóììû äâóõ
êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îòâåò: 20182 = 132 + 432.

Ðåøåíèå. Äàííîå â óñëîâèè ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïóñòü a = 15, b = 28. Òîãäà
1009 = a2 + b2, 2018 = 2a2 + 2b2 = (a+ b)2 + (a− b)2 = 132 + 432.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 38662 = 292 + 552.

Çàäà÷à 3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C ïðîâåäåíû áèññåêòðèñà
BD è âûñîòà CH. Èç âåðøèíû C íà áèññåêòðèñó BD îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð CK. Íàéäèòå
óãîë HCK, åñëè BK : KD = 3 : 1.

Îòâåò: 30◦.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M � ñåðåäèíà BD. Òîãäà CM � ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà CBD
è CM = MB = MD. Êðîìå òîãî, CK ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé è ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà MCD,
ïîýòîìó MC = CD è òðåóãîëüíèê CMD ðàâíîñòîðîííèé. Òîãäà ∠CDM = 60◦ è ∠CBM =
∠CBD = 90◦ − 60◦ = 30◦, ñëåäîâàòåëüíî, ∠CBA = 2∠CBD = 60◦. Îòñþäà ∠BCH = 30◦,
∠HCK = 90◦ − 30◦ − 30◦ = 30◦.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 30◦.
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Çàäà÷à 4. Ñòðåëî÷íûå ÷àñû ïîêàçûâàþò ðîâíî ÷àñ. Êîìàð è ìóõà ñèäÿò íà îäèíàêîâîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò öåíòðà íà ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàõ ñîîòâåòñòâåííî. Êîãäà ñòðåëêè ñîâïàäàþò,
íàñåêîìûå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Âî ñêîëüêî ðàç ðàññòîÿíèå, êîòîðîå çà ïîëñóòîê ïðåîäîëåë êî-
ìàð, áîëüøå ðàññòîÿíèÿ, êîòîðîå ïðåîäîëåëà çà ýòî æå âðåìÿ ìóõà?

Îòâåò: 83/73.

Ðåøåíèå. Êîìàð è ìóõà äâèæóòñÿ ïî êðóãó. Çà ïåðâûé ÷àñ êîìàð ïðåîäîëååò 11/12 ýòîãî êðóãà
(â íà÷àëå áûë íà ÷àñîâîé ñòðåëêå, óêàçûâàþùåé íà ÷àñ, â êîíöå � íà ìèíóòíîé, óêàçûâàþùåé
íà 12). Çà âòîðîé ÷àñ êîìàð ïðåîäîëååò 3/12 êðóãà (áûë íà ìèíóòíîé, óêàçûâàþùåé íà 12, ñòàë
íà ÷àñîâîé, óêàçûâàþùåé íà 3). Òàêèì îáðàçîì, êîìàð ïðåîäîëåë 14/12 êðóãà çà ïåðâûå 2 ÷àñà.
Çà ñëåäóþùèå 2 ÷àñà îí òàêæå ïðåîäîëååò 14/12 êðóãà, è ò. ä. Ïîëó÷èì, ÷òî çà 10 ÷àñîâ îí
ïðîø¼ë 5 · 14/12 = 70/12 êðóãà. Îäèííàäöàòûé ÷àñ íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî êîìàð íà ÷àñîâîé
ñòðåëêå, óêàçûâàþùåé íà 11, ìèíóòíàÿ óêàçûâàåò íà 12. Êîìàð çà ýòîò ÷àñ ïðîäåëàåò 1/12
êðóãà è â êîíöå îêàæåòñÿ íà ìèíóòíîé ñòðåëêå. Çà ïîñëåäíèé, äâåíàäöàòûé ÷àñ ìèíóòíàÿ è
÷àñîâàÿ ñòðåëêè íå âñòðåòÿòñÿ, êîìàð ïðîéä¼ò îäèí êðóã. Èòàê, çà ïîëñóòîê êîìàð ïðåîäîëååò
ðàññòîÿíèå A = 70/12+1/12+1 = 83/12. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ äëÿ ìóõè, ïîëó÷èì ðàññòîÿíèå
B = 5 · (2/12 + 10/12) + 1 + 1/12 = 73/12. Îòñþäà íàõîäèì A/B = 83/73.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 72/71.

Çàäà÷à 5. Êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû 3×3 ðàñêðàøèâàþò â îäèí èç òð¼õ öâåòîâ òàê, ÷òî êëåòêè,
èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, èìåþò ðàçíûé öâåò. Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ òàêèõ ðàñêðàñîê íàéäèòå
äîëþ òåõ, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíî ðîâíî äâà öâåòà.

Îòâåò: 1/41.

Ðåøåíèå. Öåíòðàëüíóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü â ëþáîé èç òð¼õ öâåòîâ, íàçîâ¼ì ýòîò öâåò a.
Êàæäóþ èç ÷åòûð¼õ êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé, ìîæíî ðàñêðàñèòü â ëþ-
áîé èç äâóõ îñòàâøèõñÿ öâåòîâ. Ïóñòü êëåòêà, ðàñïîëîæåííàÿ íàä öåíòðàëüíîé, ðàñêðàøåíà
â öâåò b. Òðåòèé öâåò íàçîâ¼ì c. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñêðàñêè êëåòîê, èìå-
þùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé, è çàêîäèðóåì èõ ñòðî÷êàìè èç áóêâ b è c, êîòîðûå íà-
÷èíàþòñÿ ñ áóêâû b, à çàòåì ñîîòâåòñòâóþò öâåòàì ýòèõ êëåòîê, ïðîáåãàåìûõ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Íàïðèìåð, ðàñêðàñêà

b
c a b

c

áóäåò çàêîäèðîâàíà ñòðî÷êîé bccb.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ óãëîâóþ êëåòêó. Åñëè äâå êëåòêè, èìåþùèå ñ íåé îáùóþ ñòîðîíó, ðàñ-

êðàøåíû â îäèí öâåò, òî óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Åñëè æå ýòè äâå
êëåòêè ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, òî óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü òîëüêî îäíèì ñïîñî-
áîì. Ñîñòàâèì òàáëèöó, â êîòîðîé äëÿ êàæäîé èç 8 ïîëó÷åííûõ êîäèðóþùèõ ñòðî÷åê óêàæåì
÷èñëî ðàñêðàñîê óãëîâûõ êëåòîê.

bbbb 16 bbcb 4 bcbb 4 bccb 4
bbbc 4 bbcc 4 bcbc 1 bccc 4

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷èñëî ðàñêðàñîê ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü öåí-
òðàëüíóþ êëåòêó íà ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü êëåòêó, ðàñïîëîæåííóþ íàä öåíòðàëüíîé, íà
ñóììó ÷èñåë ïîñòðîåííîé òàáëèöû: 3 · 2 · (16 + 6 · 4 + 1) = 246.

×èñëî æå äâóõöâåòíûõ òàáëèö ðàâíî 6, òàê êàê öâåò öåíòðàëüíîé êëåòêè â ýòîì ñëó÷àå
ñîâïàäàåò ñ öâåòîì óãëîâûõ êëåòîê, à äëÿ êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé,
âñåãäà åñòü äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî 1

41
.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 40/41.
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Çàäà÷à 6. Èç 24 îäèíàêîâûõ äåðåâÿííûõ êóáèêîâ ñêëåèëè ¾òðóáó¿ � êóá
3 × 3 × 3 ñ óáðàííîé ¾ñåðäöåâèíîé¿ èç òð¼õ êóáèêîâ (ñì. ðèñóíîê). Ìîæ-
íî ëè â êàæäîì êâàäðàòèêå íà ïîâåðõíîñòè ¾òðóáû¿ ïðîâåñòè äèàãîíàëü
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ çàìêíóòûé ïóòü, êîòîðûé íè ÷åðåç îäíó âåðøèíó íå
ïðîõîäèò äâàæäû?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå. Äèàãîíàëåé íà ïîâåðõíîñòè ¾òðóáû¿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ãðàíåé êóáèêîâ íà ýòîé
ïîâåðõíîñòè: 4 ·9+2 ·8+12 = 64. Íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ çàìêíóòûé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì
äèàãîíàëÿì, äîëæåí ñîäåðæàòü ñòîëüêî æå âåðøèí. Âåðøèí âñåõ êóáèêîâ òàêæå 64 (÷åòûðå
¾ñëîÿ¿ ïî 16 âåðøèí � çàäåéñòâîâàíû âñå óçëîâûå òî÷êè êóáà 3×3×3). Ðàñêðàñèì èõ â ÷¼ðíûé
è áåëûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå: ó êàæäîé âåðøèíû ñîñåäíèå äðóãîãî öâåòà. Ïîëó÷èòñÿ ïî
32 âåðøèíû êàæäîãî öâåòà. Íî èñêîìûé ïóòü ìîæåò ïðîõîäèòü òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû îäíîãî
öâåòà, è ïîýòîìó ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå 32 äèàãîíàëåé.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : Íåò.

Çàäà÷à 7. Íà ñòîëå ëåæàò êàðòî÷êè ñ ÷èñëàìè îò 1 äî 8: îäíà êàðòî÷êà ñ ÷èñëîì 1, äâå ñ ÷èñëîì
2, òðè ñ ÷èñëîì 3, è ò. ä. Ïåòÿ è Âàñÿ ïîî÷åð¼äíî áåðóò ïî îäíîé êàðòî÷êå è ñêëàäûâàþò â îäíó
êîëîäó (íà÷èíàåò Ïåòÿ). Ïîñëå î÷åðåäíîãî õîäà Âàñè Ïåòÿ ìîæåò ñêàçàòü ¾ñòîï¿, è òîãäà âñå
íåâûáðàííûå êàðòî÷êè óáèðàþòñÿ ñî ñòîëà, à äàëåå Âàñÿ è Ïåòÿ ïîî÷åð¼äíî âûáèðàþò ëþáûå
êàðòî÷êè èç ïîëó÷èâøåéñÿ êîëîäû (íà÷èíàåò Âàñÿ) è âûêëàäûâàþò èõ íà ñòîë ñëåâà íàïðàâî.
Åñëè ïîñëå òîãî, êàê íà ñòîë áóäåò âûëîæåíà ïîñëåäíÿÿ êàðòî÷êà, ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî áóäåò
ÿâëÿòüñÿ ðàçíîñòüþ êâàäðàòîâ êàêèõ-òî öåëûõ ÷èñåë, ïîáåæäàåò Âàñÿ, èíà÷å ïîáåæäàåò Ïåòÿ.
Ìîæåò ëè êòî-òî èç èãðîêîâ äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø íåçàâèñèìî îò
äåéñòâèé äðóãîãî?

Îòâåò: Äà, ìîæåò (Âàñÿ).

Ðåøåíèå. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî â âèäå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë ïðåäñòàâèìî ëþáîå
íå÷�åòíîå ÷èñëî, òàê êàê 2k + 1 = (2k + 1)2 − k2, è ëþáîå ÷èñëî äåëÿùååñÿ íà 4, òàê êàê 4k =
(k+1)2−(k−1)2. Âî-âòîðûõ, â ñèëó óñëîâèé çàäà÷è ïîñëåäíþþ êàðòî÷êó èç ñòîïêè áóäåò êëàñòü
Ïåòÿ. Åñëè ñðåäè äâóõ îñòàâøèõñÿ â êîíöå öèôð åñòü õîòÿ áû îäíà íå÷�åòíàÿ, Âàñÿ îñòàâèò å�å
Ïåòå è âûèãðàåò èãðó. Åñëè ñðåäè äâóõ îñòàâøèõñÿ â êîíöå öèôð îñòàëèñü òîëüêî ÷�åòíûå, è
õîòÿ áû îäíà èç íèõ äåëèòñÿ íà 4, òî Âàñÿ îñòàâëÿåò Ïåòå êàðòî÷êó ñ öèôðîé, äåëÿùåéñÿ íà 4,
è òàêæå âûèãðûâàåò èãðó. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà Ïåòÿ ìîæåò âûèãðàòü,
ýòî êîãäà â êîíöå îñòàþòñÿ äâå ÷�åòíûå öèôðû, íå äåëÿùèåñÿ íà 4.

Íàçîâ¼ì öèôðû, äåëÿùèåñÿ íà 4, è íå÷�åòíûå öèôðû ¾õîðîøèìè¿, à îñòàëüíûå � ¾ïëîõèìè¿.
Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíî êàðòî÷åê ñ ¾õîðîøèìè¿ öèôðàìè áîëüøå, ïîýòîìó â ïåðâîé ÷àñòè èãðû
Âàñÿ âñåãäà ìîæåò âûáèðàòü êàðòî÷êè ñ ¾õîðîøèìè¿ öèôðàìè, òîãäà â ïîëó÷èâøåéñÿ ñòîïêå
èõ áóäåò íå ìåíüøå ïîëîâèíû. Åñëè Âàñÿ âñåãäà áóäåò êëàñòü íà ñòîë êàðòî÷êè ñ ¾ïëîõèìè¿
öèôðàìè, ïîêà îíè åñòü, òî â êîíöå, ñðåäè äâóõ îñòàâøèõñÿ êàðòî÷åê áóäåò ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà ñ ¾õîðîøåé¿ öèôðîé, è Âàñÿ âûèãðàåò.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : Äà, ìîæåò (Îëÿ).
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Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018/2019 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 9 êëàññà

Çàäà÷à 1. Âàñÿ è Ïåòÿ âûáåæàëè îäíîâðåìåííî ñ ìåñòà ñòàðòà êðóãîâîé áåãîâîé äîðîæêè è ïîáåæàëè â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Íà áåãó â íåêîòîðîì ìåñòå äîðîæêè îíè âñòðåòèëèñü. Âàñÿ ïðîáåæàë
ïîëíûé êðóã è, ïðîäîëæàÿ áåã â òîì æå íàïðàâëåíèè, äîáåæàë äî ìåñòà èõ ïðåæíåé âñòðå÷è â òîò
ìîìåíò, êîãäà Ïåòÿ ïðîáåæàë ïîëíûé êðóã. Âî ñêîëüêî ðàç Âàñÿ áåæàë áûñòðåå Ïåòè?

Îòâåò:
√
5+1
2 .

Ðåøåíèå. Ïóñòü v � ñêîðîñòü Ïåòè, xv � ñêîðîñòü Âàñè, t � âðåìÿ, çà êîòîðîå îíè äîáðàëèñü äî ìåñòà

âñòðå÷è. Òîãäà èç óñëîâèÿ èìååì óðàâíåíèå
(1 + x)vt

xv
=

xvt

v
, îòêóäà x2 = 1 + x, x =

√
5+1
2 .

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 :
√
5+1
2 .

Çàäà÷à 2. Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðíÿìè êâàäðàòíîãî òð�åõ÷ëåíà x2 + px + q ðàâíî 1. Íàéäèòå êîýôôè-
öèåíòû p è q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.

Îòâåò: p = 3, q = 2.

Ðåøåíèå. Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðíÿìè òð¼õ÷ëåíà ðàâåí

|x1 − x2|2 = x21 + x22 − 2x1x2 = (x1 + x2)
2 − 4x1x2 = p2 − 4q = 1,

îòêóäà ïîëó÷àåì (p− 1)(p + 1) = 4q. Îáà ìíîæèòåëÿ, ñòîÿùèõ â ëåâîé ÷àñòè, � ÷�åòíûå, è îäèí èç íèõ
äåëèòñÿ íà 4, ïîýòîìó 4q äåëèòñÿ íà 8. Ïîñêîëüêó q ïðîñòîå, q = 2, îòêóäà p = 3.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : x1 = 1, x2 = 2.

Çàäà÷à 3. Ñòðåëî÷íûå ÷àñû ïîêàçûâàþò ðîâíî ÷àñ. Êîìàð è ìóõà ñèäÿò íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò
öåíòðà íà ÷àñîâîé è ìèíóòíîé ñòðåëêàõ ñîîòâåòñòâåííî. Êîãäà ñòðåëêè ñîâïàäàþò, íàñåêîìûå ìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè. Âî ñêîëüêî ðàç ðàññòîÿíèå, êîòîðîå çà ïîëñóòîê ïðåîäîëåë êîìàð, áîëüøå ðàññòîÿíèÿ, êîòîðîå
ïðåîäîëåëà çà ýòî æå âðåìÿ ìóõà?

Îòâåò: 83/73.

Ðåøåíèå. Êîìàð è ìóõà äâèæóòñÿ ïî êðóãó. Çà ïåðâûé ÷àñ êîìàð ïðåîäîëååò 11/12 ýòîãî êðóãà (â
íà÷àëå áûë íà ÷àñîâîé ñòðåëêå, óêàçûâàþùåé íà ÷àñ, â êîíöå � íà ìèíóòíîé, óêàçûâàþùåé íà 12).
Çà âòîðîé ÷àñ êîìàð ïðåîäîëååò 3/12 êðóãà (áûë íà ìèíóòíîé, óêàçûâàþùåé íà 12, ñòàë íà ÷àñîâîé,
óêàçûâàþùåé íà 3). Òàêèì îáðàçîì, êîìàð ïðåîäîëåë 14/12 êðóãà çà ïåðâûå 2 ÷àñà. Çà ñëåäóþùèå 2
÷àñà îí òàêæå ïðåîäîëååò 14/12 êðóãà, è ò. ä. Ïîëó÷èì, ÷òî çà 10 ÷àñîâ îí ïðîø¼ë 5·14/12 = 70/12 êðóãà.
Îäèííàäöàòûé ÷àñ íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî êîìàð íà ÷àñîâîé ñòðåëêå, óêàçûâàþùåé íà 11, ìèíóòíàÿ
óêàçûâàåò íà 12. Êîìàð çà ýòîò ÷àñ ïðîäåëàåò 1/12 êðóãà è â êîíöå îêàæåòñÿ íà ìèíóòíîé ñòðåëêå.
Çà ïîñëåäíèé, äâåíàäöàòûé ÷àñ ìèíóòíàÿ è ÷àñîâàÿ ñòðåëêè íå âñòðåòÿòñÿ, êîìàð ïðîéä¼ò îäèí êðóã.
Èòàê, çà ïîëñóòîê êîìàð ïðåîäîëååò ðàññòîÿíèå A = 70/12 + 1/12 + 1 = 83/12. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ
äëÿ ìóõè, ïîëó÷èì ðàññòîÿíèå B = 5 · (2/12 + 10/12) + 1 + 1/12 = 73/12. Îòñþäà A/B = 83/73.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 72/71.

Çàäà÷à 4. Êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû 3 × 3 ðàñêðàøèâàþò â îäèí èç òð¼õ öâåòîâ òàê, ÷òî êëåòêè,
èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, èìåþò ðàçíûé öâåò. Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ òàêèõ ðàñêðàñîê íàéäèòå äîëþ
òåõ, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíî ðîâíî äâà öâåòà.

Îòâåò: 1/41.

Ðåøåíèå. Öåíòðàëüíóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü â ëþáîé èç òð¼õ öâåòîâ, íàçîâ¼ì ýòîò öâåò a. Êàæäóþ
èç ÷åòûð¼õ êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé, ìîæíî ðàñêðàñèòü â ëþáîé èç äâóõ îñòàâ-
øèõñÿ öâåòîâ. Ïóñòü êëåòêà, ðàñïîëîæåííàÿ íàä öåíòðàëüíîé, ðàñêðàøåíà â öâåò b. Òðåòèé öâåò íàçî-
â¼ì c. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñêðàñêè êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé,
è çàêîäèðóåì èõ ñòðî÷êàìè èç áóêâ b è c, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ áóêâû b, à çàòåì ñîîòâåòñòâóþò öâåòàì
ýòèõ êëåòîê, ïðîáåãàåìûõ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íàïðèìåð, ðàñêðàñêà

1



b

c a b

c

áóäåò çàêîäèðîâàíà ñòðî÷êîé bccb.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ óãëîâóþ êëåòêó. Åñëè äâå êëåòêè, èìåþùèå ñ íåé îáùóþ ñòîðîíó, ðàñêðàøåíû â

îäèí öâåò, òî óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Åñëè æå ýòè äâå êëåòêè ðàñêðàøåíû
â ðàçíûå öâåòà, òî óãëîâóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì. Ñîñòàâèì òàáëèöó, â
êîòîðîé äëÿ êàæäîé èç 8 ïîëó÷åííûõ êîäèðóþùèõ ñòðî÷åê óêàæåì ÷èñëî ðàñêðàñîê óãëîâûõ êëåòîê.

bbbb 16 bbcb 4 bcbb 4 bccb 4

bbbc 4 bbcc 4 bcbc 1 bccc 4

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷èñëî ðàñêðàñîê ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü öåíòðàëü-
íóþ êëåòêó íà ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü êëåòêó, ðàñïîëîæåííóþ íàä öåíòðàëüíîé, íà ñóììó ÷èñåë
ïîñòðîåííîé òàáëèöû: 3 · 2 · (16 + 6 · 4 + 1) = 246.

×èñëî æå äâóõöâåòíûõ òàáëèö ðàâíî 6, òàê êàê öâåò öåíòðàëüíîé êëåòêè â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò
ñ öâåòîì óãëîâûõ êëåòîê, à äëÿ êëåòîê, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó ñ öåíòðàëüíîé, âñåãäà åñòü äâà
âîçìîæíûõ âàðèàíòà. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî 1

41 .

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 40/41.

Çàäà÷à 5. ×èñëà a, b è c óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
√
a =
√
b +
√
c. Íàéäèòå a, åñëè b = 52 − 30

√
3 è

c = a− 2.

Îòâåò: a = 27.

Ðåøåíèå. Èìååì √
b =

√
52− 30

√
3 =

√
27− 2 · 5 · 3

√
3 + 25 = 3

√
3− 5.

Ñëåäîâàòåëüíî,
√
a−
√
a− 2 = 3

√
3−5,

2
√
a +
√
a− 2

=
2

3
√

3 + 5
,
√
a+
√
a− 2 =

√
27 +

√
25. Ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ f(a) =
√
a +
√
a− 2 âîçðàñòàåò è f(27) = 0, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ a = 27.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : c = 16.

Çàäà÷à 6. Ë¼øèí äà÷íûé ó÷àñòîê èìååò ôîðìó äåâÿòèóãîëüíèêà, ó êîòîðî-
ãî åñòü òðè ïàðû ðàâíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí (ñì. ðèñóíîê). Ë¼øà çíàåò,
÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ îñòàâøèõñÿ ñòîðîí äå-
âÿòèóãîëüíèêà ðàâíà 12 ñîòîê. Ïîìîãèòå åìó íàéòè ïëîùàäü âñåãî äà÷íîãî
ó÷àñòêà.

Îòâåò: 48 ñîòîê.

Ðåøåíèå. Ïóñòü DEFGHIKLM � äàííûé äåâÿòèóãîëüíèê, ABC � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ñåðå-
äèíàõ îñòàâøèõñÿ (íåîòìå÷åííûõ) ñòîðîí. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê DFGE � ïàðàë-
ëåëîãðàìì, òàê êàê åãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíûDE è FG ðàâíû è ïàðàëëåëüíû. Â ïàðàëëåëîãðàììå
äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè D, A, G ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Êðîìå òîãî, DA = AG.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ ïðî ÷åòûð¼õóãîëüíèêè HGIK è
KMDL, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà B ëåæèò íà ïðÿìîé GK, òî÷êà
C ëåæèò íà ïðÿìîé DK, è GB = BK, KC = CD.

Ïëîùàäü äåâÿòèóãîëüíèêà DEFGHIKLM ðàâíà ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà DGK, òàê êàê òðåóãîëüíèêè AFG, BIK è CMD
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêàì AED, BHG è CLK. Íà-
êîíåö, A, B, C � ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà DGK, à çíà÷èò,
åãî ïëîùàäü â 4 ðàçà áîëüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü âñåãî äà÷íîãî
ó÷àñòêà ðàâíà

SDEFGHIKLM = 4SABC = 48 ñîòîê.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 32 ñîòêè.
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Çàäà÷à 7. Êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå:
1

99
èëè

1

9903
+

1

9903 + 200
+

1

9903 + 200 + 202
+ . . . +

1

9903 + 200 + 202 + . . . + 2018
?

Îòâåò: Ïåðâîå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A� âòîðîå èç äàííûõ ÷èñåë. Óìåíüøèì âñå çíàìåíàòåëè ÷èñëà A íà 3, ïîëó÷åííîå
÷èñëî B áóäåò áîëüøå, ÷åì A:

A < B =
1

9900
+

1

9900 + 200
+

1

9900 + 200 + 202
+ ... +

1

9900 + 200 + 202 + ... + 2018
.

Ðàññìîòðèì çíàìåíàòåëè äðîáåé ÷èñëà B. Çàìåòèì, ÷òî 9900 = 99 ·100. Ñëåäóþùèé çíàìåíàòåëü ðàâåí
99 · 100 + 200 = 100 · 101. Ñëåäóþùèé ðàâåí 100 · 101 + 202 = 101 · 102, è ò. ä. Ïîñëåäíèé çíàìåíàòåëü
áóäåò ðàâåí 1009 · 1010. Çíà÷èò,

B =
1

99 · 100
+

1

100 · 101
+

1

101 · 102
+ . . . +

1

1009 · 1010
=

=
1

99
− 1

100
+

1

100
− 1

101
+

1

101
− 1

102
+ . . . +

1

1009
− 1

1010
=

1

99
− 1

1010
<

1

99
.

Òàêèì îáðàçîì, A < B <
1

99
.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : Ïåðâîå.

Çàäà÷à 8. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C òî÷êè P è Q � ñåðåäèíû áèñ-
ñåêòðèñ, ïðîâåä¼ííûõ èç âåðøèí A è B. Âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ãèïîòåíóçû â
òî÷êå H. Íàéäèòå óãîë PHQ.

Îòâåò: 90◦.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà.Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC (∠C = 90◦)

I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ AM è BK, S � ñåðåäèíà KM ,
âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ãèïîòåíóçû â òî÷êå
H. Òîãäà òî÷êè S, I è H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D è E ïðîåêöèè òî÷åê K è M íà ãèïîòåíóçó AB (ñì. ðèñ.).
Òîãäà 4DKB = 4CKB ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó, ñëåäîâàòåëüíî, ∠DKB = ∠CKB, òî åñòü KB
� áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà 4AKD, à AI � áèññåêòðèñà åãî âíóòðåííåãî óãëà. Çíà÷èò, I � öåíòð
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè 4AKD, ïîýòîìó DI � áèññåêòðèñà óãëà KDE. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî EI ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà MDE. Òàêèì îáðàçîì, 4DIE � ïðÿìîóãîëüíûé è ðàâíîáåäðåí-
íûé, òî åñòü IH � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê DE. Òî÷êà S, áóäó÷è ñåðåäèíîé áîêîâîé ñòîðîíû
ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè DKME, òàêæå ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê DE. Ïîýòîìó òî÷êè
S, I è H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëüçóÿñü ëåììîé, äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ∠PHQ = 90◦. Ïóñòü
R � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AB. Òîãäà PS è RQ ÿâëÿþòñÿ ñðåä-
íèìè ëèíèÿìè â òðåóãîëüíèêàõ 4AKM è 4AKB, ïîýòîìó PS ‖

AK ‖ QR è PS =
1

2
AK = QR, çíà÷èò, PSQR � ïàðàëëåëîãðàìì.

Áîëåå òîãî, ∠PSQ = 90◦, òàê êàê åãî ñòîðîíû ñîíàïðàâëåíû ñòî-
ðîíàì óãëà ∠ACB = 90◦. Çíà÷èò, PSQR � ïðÿìîóãîëüíèê.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî ïðÿìîóãîëüíèêà PSQR. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî
∠SHR = 90◦. Ïîñêîëüêó ∠SPR = ∠SHR, òî÷êà H ëåæèò íà îêðóæíîñòè Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠PHQ =
∠PRQ = 90◦ (êàê âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà äèàìåòð PQ).

Îòâåò ê âàðèàíòó 2 : 90◦.
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Êðèòåðèè ïðîâåðêè ðàáîò çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà
îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå

5�9 êëàññû (2018/2019 ó÷åáíûé ãîä)

Â ðåøåíèè çàäà÷ îöåíèâàåòñÿ ïðåæäå âñåãî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðàâèëüíîñòü, îäíàêî ïðèâåò-
ñòâóåòñÿ è ðàöèîíàëüíîñòü ðåøåíèÿ, à òàêæå àêêóðàòíîñòü è ïîäðîáíîñòü åãî òåêñòà.

Çà ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è ñòàâèòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ îöåíîê:

• ¾+¿ � çàäà÷à ðåøåíà âåðíî è ïîëíîñòüþ;

• ¾+·¿ � çàäà÷à ðåøåíà ñ íåçíà÷èòåëüíûìè íåäî÷�åòàìè;

• ¾±¿ � çàäà÷à â öåëîì ðåøåíà, íî â ðåøåíèè åñòü ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè (ïðîáåëû â
îáîñíîâàíèÿõ, âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà â êîíöå èäåéíî âåðíîãî ðåøåíèÿ è ò.ï.);

• ¾∓¿ � çàäà÷à íå ðåøåíà, íî ïîëó÷åíî ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â ðåøåíèè;

• ¾−¿ � çàäà÷à íå ðåøåíà èëè ðåøåíèå ñîäåðæèò ãðóáûå îøèáêè.

Ýòè îöåíêè ïåðåâîäÿòñÿ â áàëëû â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé:

5�6 êëàññû

+/+· ± ∓ −
20 14 7 0

7�8 êëàññû

+/+· ± ∓ −
18 12 6 0

9 êëàññ

+/+· ± ∓ −
15 10 5 0

Îáùèé áàëë çà ðàáîòó ðàâåí ñóììå áàëëîâ çà ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷. Åñëè ñóììà áàëëîâ çà
çàäà÷è ïðåâûøàåò 100, òî èòîãîâûé áàëë ðàâåí ¾100¿. Åñëè ñóììà áàëëîâ ïî âñåì çàäà÷àì
ðàâíà 0, òî èòîãîâûé áàëë ðàâåí ¾2¿.

Ðåøåíèÿ, ñîäåðæàùèå òèïè÷íûå îøèáêè, îöåíèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàíèÿìè ñòàðøèõ
ïî ïðîâåðêå.




