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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå

Îòáîðî÷íûé ýòàï 2020/21 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 10�11 êëàññîâ

Çàäà÷à 1.

Â-1

Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà
x

2
, 2x − 3,

18

x
+ 1, âçÿòûå â óêàçàííîì ïîðÿäêå, îáðàçóþò ãåîìåòðè÷å-

ñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ýòîé ïðîãðåññèè. Îòâåò îêðóãëèòå äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå
çàïÿòîé.

Îòâåò:
52

25
= 2,08

Ðåøåíèå. Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè an · an+2 = a2n+1.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:
x

2
·
(
18

x
+ 1

)
= (2x−3)2. Îòñþäà 8x2−25x = 0. Ïðè x = 0 íàðóøàåòñÿ ÎÄÇ,

à ïðè x =
25

8
ïîëó÷àåì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì a =

25

16
è çíàìåíàòåëåì

q =
52

25
.

Â-2

Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà
x

2
, 3x − 2,

8

x
+ 1, âçÿòûå â óêàçàííîì ïîðÿäêå, îáðàçóþò ãåîìåòðè÷å-

ñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ýòîé ïðîãðåññèè. Îòâåò îêðóãëèòå äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå
çàïÿòîé.

Îòâåò: 3,12

Â-3

Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà
x

2
, 2x − 5,

50

x
+ 3, âçÿòûå â óêàçàííîì ïîðÿäêå, îáðàçóþò ãåîìåòðè÷å-

ñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ýòîé ïðîãðåññèè. Îòâåò îêðóãëèòå äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå
çàïÿòîé.

Îòâåò:
92

43
≈ 2,14

Â-4

Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà
x

2
, 3x − 5,

50

x
+ 3, âçÿòûå â óêàçàííîì ïîðÿäêå, îáðàçóþò ãåîìåòðè÷å-

ñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ýòîé ïðîãðåññèè. Îòâåò îêðóãëèòå äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå
çàïÿòîé.

Îòâåò:
22

7
≈ 3,14

Â-5 ×èñëî A, çàïèñàííîå â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ íàòóðàëüíûì îñíîâàíèåì n, ðàâíî 14,6, à â
äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ðàâíî 16,5. ×èñëî B â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì n ðàâíî
19,3. ×åìó îíî ðàâíî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ?

Îòâåò: 21,25

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå 14.6n = 16.510 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ n+4+ 6
n
= 16.5⇔ 2n2− 25n+

12 = 0, èìåþùåìó êîðíè 12 è 0, 5. Çíà÷èò, n = 12, ïîýòîìó B = 19, 312 = 1 ·12+9 ·1+ 3
12

= 21.25.

Â-6 ×èñëî A, çàïèñàííîå â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ íàòóðàëüíûì îñíîâàíèåì n, ðàâíî 15,4, à â
äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ðàâíî 21,25. ×èñëî B â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì n ðàâíî
27,8. ×åìó îíî ðàâíî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ?

Îòâåò: 39,5



Â-7 ×èñëî A, çàïèñàííîå â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ íàòóðàëüíûì îñíîâàíèåì n, ðàâíî 17,3, à â
äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ðàâíî 19,25. ×èñëî B â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì n ðàâíî
22,6. ×åìó îíî ðàâíî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ?

Îòâåò: 26,5

Â-8 ×èñëî A, çàïèñàííîå â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ íàòóðàëüíûì îñíîâàíèåì n, ðàâíî 14,8, à â
äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ðàâíî 20,5. ×èñëî B â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì n ðàâíî
24,4. ×åìó îíî ðàâíî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ?

Îòâåò: 36,25



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
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Çàäà÷à 2.

Â-1

Â òî âðåìÿ, êàê íà âîäîïîé îòïðàâèëñÿ íàõîäÿùèéñÿ â 6 ìèíóòàõ îò íåãî îäèí ëüâ¼íîê,
âòîðîé, óæå óòîëèâ æàæäó, ïî òîé æå äîðîãå íàïðàâèëñÿ îáðàòíî â 1,5 ðàçà áûñòðåå ïåðâîãî. Â
ýòî æå âðåìÿ ïî òîé æå äîðîãå íà âîäîïîé îòïðàâèëàñü ÷åðåïàõà, íàõîäèâøàÿñÿ â 32 ìèíóòàõ îò
íåãî. ×åðåç êàêîå-òî âðåìÿ íà íå¼ íàñòóïèë ïåðâûé ëüâåíîê, à åù¼ ÷åðåç 2 ìèíóòû è 24 ñåêóíäû
� âòîðîé. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå âòîðîãî ïðîèñøåñòâèÿ ÷åðåïàõà äîøëà äî âîäîïîÿ, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî âñå òðîå äâèãàëèñü ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè?

Îòâåò: 28,8

Ðåøåíèå. Ïóñòü x � ñêîðîñòü ÷åðåïàõè, à y � ñêîðîñòü 1-ãî ëüâåíêà. Òîãäà ñêîðîñòü 2-ãî
ëüâåíêà ðàâíà 1,5y. Âåñü ïóòü äî âîäîïîÿ äëÿ 1-ãî ëüâåíêà ñîñòàâèë 6y, à äëÿ ÷åðåïàõè � 32x.
Çíà÷èò, ñíà÷àëà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè áûëî 6y−32x, à ïåðâîå ïðîèñøåñòâèå ïðîèçîøëî ïîñëå
íà÷àëà äâèæåíèÿ ÷åðåç (6y−32x)/(y−x) ìèíóò. Âòîðîå ïðîèñøåñòâèå ïðîèçîøëî ïîñëå íà÷àëà
äâèæåíèÿ ÷åðåç 32x/(x+ 1,5y) ìèíóò. Ïîýòîìó

32x

x+ 1,5y
− 6y − 32x

y − x
= 2,4 îòêóäà 2,4x2 + 75,2xy − 12,6y2 = 0,

èëè 63 (y/x)2 − 376 (y/x) − 12 = 0. Ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y/x èìååò êîðíè
ðàçíûõ çíàêîâ. Ïîëîæèòåëüíûé ðàâåí 6. Òàêèì îáðàçîì, y = 6x è âðåìÿ ÷åðåïàõè äî âîäîïîÿ
ïîñëå 2-ãî ïðîèñøåñòâèÿ ðàâíî

32− 32x

x+ 1,5y
= 32− 32x

x+ 9x
= 32− 3,2 = 28,8 ìèí.

Â-2

Â òî âðåìÿ, êàê íà âîäîïîé îòïðàâèëñÿ íàõîäÿùèéñÿ â 5 ìèíóòàõ îò íåãî îäèí ëüâ¼íîê,
âòîðîé, óæå óòîëèâ æàæäó, ïî òîé æå äîðîãå íàïðàâèëñÿ îáðàòíî â 1,5 ðàçà áûñòðåå ïåðâîãî. Â
ýòî æå âðåìÿ ïî òîé æå äîðîãå íà âîäîïîé îòïðàâèëàñü ÷åðåïàõà, íàõîäèâøàÿñÿ â 33 ìèíóòàõ îò
íåãî. ×åðåç êàêîå-òî âðåìÿ íà íå¼ íàñòóïèë ïåðâûé ëüâåíîê, à åù¼ ÷åðåç 3 ìèíóòû è 54 ñåêóíäû
� âòîðîé. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå âòîðîãî ïðîèñøåñòâèÿ ÷åðåïàõà äîøëà äî âîäîïîÿ, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî âñå òðîå äâèãàëèñü ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè?

Îòâåò: 29,7

Â-3

Â òî âðåìÿ, êàê íà âîäîïîé îòïðàâèëñÿ íàõîäÿùèéñÿ â 6 ìèíóòàõ îò íåãî îäèí ëüâ¼íîê,
âòîðîé, óæå óòîëèâ æàæäó, ïî òîé æå äîðîãå íàïðàâèëñÿ îáðàòíî â 2 ðàçà áûñòðåå ïåðâîãî. Â
ýòî æå âðåìÿ ïî òîé æå äîðîãå íà âîäîïîé îòïðàâèëàñü ÷åðåïàõà, íàõîäèâøàÿñÿ â 33 ìèíóòàõ îò
íåãî. ×åðåç êàêîå-òî âðåìÿ íà íå¼ íàñòóïèë ïåðâûé ëüâåíîê, à åù¼ ÷åðåç 42 ñåêóíäû � âòîðîé.
×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå âòîðîãî ïðîèñøåñòâèÿ ÷åðåïàõà äîøëà äî âîäîïîÿ, åñëè èçâåñòíî,
÷òî âñå òðîå äâèãàëèñü ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè?

Îòâåò: 30,8

Â-4

Â òî âðåìÿ, êàê íà âîäîïîé îòïðàâèëñÿ íàõîäÿùèéñÿ â 5 ìèíóòàõ îò íåãî îäèí ëüâ¼íîê,
âòîðîé, óæå óòîëèâ æàæäó, ïî òîé æå äîðîãå íàïðàâèëñÿ îáðàòíî â 2 ðàçà áûñòðåå ïåðâîãî. Â
ýòî æå âðåìÿ ïî òîé æå äîðîãå íà âîäîïîé îòïðàâèëàñü ÷åðåïàõà, íàõîäèâøàÿñÿ â 36 ìèíóòàõ îò



íåãî. ×åðåç êàêîå-òî âðåìÿ íà íå¼ íàñòóïèë ïåðâûé ëüâåíîê, à åù¼ ÷åðåç 2 ìèíóòû è 34 ñåêóíäû
� âòîðîé. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå âòîðîãî ïðîèñøåñòâèÿ ÷åðåïàõà äîøëà äî âîäîïîÿ, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî âñå òðîå äâèãàëèñü ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè?

Îòâåò: 33,6

Â-5

Êðîêîäèë ïåðåïëûë ïî ïðÿìîé ðåêó øèðèíîé 30 ì çà 6 ñåê. Ïðè ýòîì åãî îòíåñëî âíèç
ïî òå÷åíèþ íà 36 ì. Îòäîõíóâ è ñîáðàâøèñü ñ ñèëàìè, îí ïî òîé æå ïðÿìîé, íî áîðÿñü ñ
òå÷åíèåì, âåðíóëñÿ â òó æå òî÷êó, íî óæå çà 10 ñåê. Çà ñêîëüêî ñåêóíä îí ìîã áû ïðîïëûòü òó
æå äèñòàíöèþ â ñòîÿ÷åé âîäå? Îòâåò îêðóãëèòü äî ñîòûõ.

Îòâåò: 7,34

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è â îáùåì âèäå äëÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ.
Êðîêîäèë ïåðåïëûë ïî ïðÿìîé ðåêó øèðèíîé a ì çà t ñåê. Ïðè ýòîì åãî îòíåñëî âíèç ïî

òå÷åíèþ íà b ì. Îòäîõíóâ è ñîáðàâøèñü ñ ñèëàìè, îí ñ òîé æå ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíî âîäû,
ïî òîé æå ïðÿìîé, íî áîðÿñü ñ òå÷åíèåì, âåðíóëñÿ â òó æå òî÷êó, íî óæå çà T ñåê. Çà ñêîëüêî
ñåêóíä îí ìîã áû ïðîïëûòü òó æå äèñòàíöèþ â ñòîÿ÷åé âîäå? Îòâåò îêðóãëèòü äî ñîòûõ.

Â òàêîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è èñêîìîå âðåìÿ ðàâíî
√
a2 + b2/v, ãäå v � ñêîðîñòü êðîêîäèëà

â ñòîÿ÷åé âîäå. Ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî u1 = b/t,
w1 = a/t â ïåðâîì ñëó÷àå è u2 = b/T , w2 = a/T âî âòîðîì. Ïðèâåäåííûå âûøå ïðîäîëüíûå êîì-
ïîíåíòû ñêîðîñòè ïîëó÷àëèñü â âèäå ñóììû èëè ðàçíîñòè ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîé
ñêîðîñòè êðîêîäèëà è ñêîðîñòè òå÷åíèÿ. Ïîïåðå÷íàÿ è ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîé
ñêîðîñòè êðîêîäèëà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ â ïåðâîì è âî âòîðîì ñëó÷àå, íî â êàæäîì ñëó÷àå ñóììà
èõ êâàäðàòîâ ðàâíà v2. Ïóñòü u � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ. Òîãäà èìååì ñèñòåìó{

(u1 − u)2 + w2
1 = v2,

(u2 + u)2 + w2
2 = v2.

Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, èç êîòîðîãî íàéäåì ñêîðîñòü òå÷åíèÿ:

u =
w2

1 − w2
2 + u21 − u22

2(u1 + u2)
=

a2
(
1

t2
− 1

T 2

)
+ b2

(
1

t2
− 1

T 2

)
2b

(
1

t
+

1

T

) =
(a2 + b2)(T − t)

2bT t
.

Ïîñëå ýòîãî ìîæíî íàéòè êâàäðàò ñîáñòâåííîé ñêîðîñòè êðîêîäèëà:

v2 =

(
b

T
+

(a2 + b2)(T − t)
2bT t

)2

+
( a
T

)2
=

(
2b2t+ (a2 + b2)(T − t)

)2
+ 4a2b2t2

(2bT t)2
=

=
4a2b2t2 + 4b4t2 + (a2 + b2)2(T − t)2 + 4b2t(a2 + b2)(T − t)

(2bT t)2
=

=
(a2 + b2)

(2bT t)2
(4b2t2 + 4b2t(T − t) + (a2 + b2)(T − t)2),

à çàòåì è èñêîìîå âðåìÿ:√
a2 + b2

v2
=

2bT t√
4b2t2 + 4b2t(T − t) + (a2 + b2)(T − t)2

.

Â-6

Êðîêîäèë ïåðåïëûë ïî ïðÿìîé ðåêó øèðèíîé 30 ì çà 6 ñåê. Ïðè ýòîì åãî îòíåñëî âíèç
ïî òå÷åíèþ íà 24 ì. Îòäîõíóâ è ñîáðàâøèñü ñ ñèëàìè, îí ïî òîé æå ïðÿìîé, íî áîðÿñü ñ



òå÷åíèåì, âåðíóëñÿ â òó æå òî÷êó, íî óæå çà 15 ñåê. Çà ñêîëüêî ñåêóíä îí ìîã áû ïðîïëûòü òó
æå äèñòàíöèþ â ñòîÿ÷åé âîäå? Îòâåò îêðóãëèòü äî ñîòûõ.

Îòâåò: 7,56

Â-7

Êðîêîäèë ïåðåïëûë ïî ïðÿìîé ðåêó øèðèíîé 36 ì çà 6 ñåê. Ïðè ýòîì åãî îòíåñëî âíèç ïî
òå÷åíèþ íà 24 ì. Îòäîõíóâ è ñîáðàâøèñü ñ ñèëàìè, îí ïî òîé æå ïðÿìîé, íî áîðÿñü ñ òå÷åíèåì,
âåðíóëñÿ â òó æå òî÷êó, íî óæå çà 9 ñåê. Çà ñêîëüêî ñåêóíä îí ìîã áû ïðîïëûòü òó æå äèñòàíöèþ
â ñòîÿ÷åé âîäå? Îòâåò îêðóãëèòü äî ñîòûõ.

Îòâåò: 6,90

Â-8

Êðîêîäèë ïåðåïëûë ïî ïðÿìîé ðåêó øèðèíîé 56 ì çà 8 ñåê. Ïðè ýòîì åãî îòíåñëî âíèç
ïî òå÷åíèþ íà 42 ì. Îòäîõíóâ è ñîáðàâøèñü ñ ñèëàìè, îí ïî òîé æå ïðÿìîé, íî áîðÿñü ñ
òå÷åíèåì, âåðíóëñÿ â òó æå òî÷êó, íî óæå çà 14 ñåê. Çà ñêîëüêî ñåêóíä îí ìîã áû ïðîïëûòü òó
æå äèñòàíöèþ â ñòîÿ÷åé âîäå? Îòâåò îêðóãëèòü äî ñîòûõ.

Îòâåò: 9,57

Â-9

Êðîêîäèë ïåðåïëûë ïî ïðÿìîé ðåêó øèðèíîé 42 ì çà 6 ñåê. Ïðè ýòîì åãî îòíåñëî âíèç
ïî òå÷åíèþ íà 28 ì. Îòäîõíóâ è ñîáðàâøèñü ñ ñèëàìè, îí ïî òîé æå ïðÿìîé, íî áîðÿñü ñ
òå÷åíèåì, âåðíóëñÿ â òó æå òî÷êó, íî óæå çà 14 ñåê. Çà ñêîëüêî ñåêóíä îí ìîã áû ïðîïëûòü òó
æå äèñòàíöèþ â ñòîÿ÷åé âîäå? Îòâåò îêðóãëèòü äî ñîòûõ.

Îòâåò: 7,20

Â-10

Êðîêîäèë ïåðåïëûë ïî ïðÿìîé ðåêó øèðèíîé 36 ì çà 6 ñåê. Ïðè ýòîì åãî îòíåñëî âíèç
ïî òå÷åíèþ íà 27 ì. Îòäîõíóâ è ñîáðàâøèñü ñ ñèëàìè, îí ïî òîé æå ïðÿìîé, íî áîðÿñü ñ
òå÷åíèåì, âåðíóëñÿ â òó æå òî÷êó, íî óæå çà 12 ñåê. Çà ñêîëüêî ñåêóíä îí ìîã áû ïðîïëûòü òó
æå äèñòàíöèþ â ñòîÿ÷åé âîäå? Îòâåò îêðóãëèòü äî ñîòûõ.

Îòâåò: 7,31
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Çàäà÷à 3.

Â-1

Ìàøà ïëîòíî óëîæèëà 165 îäèíàêîâûõ øàðîâ â âèäå ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû.
Ñêîëüêî øàðîâ ëåæèò â îñíîâàíèè?

Îòâåò: 45

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå äëÿ 1
6
n(n+1)(n+2) øàðîâ. Â îñíîâàíèè òðåóãîëüíîé

ïèðàìèäû âûñîòîé â n ðÿäîâ ëåæèò n-îå òðåóãîëüíîå ÷èñëî øàðîâ 1+2+3+ . . .+n = 1
2
n(n+1).

Òîãäà âñåãî øàðîâ â ïèðàìèäå
∑n

k=1
k(k+1)

2
= 1

6
n(n+1)(n+2). Ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó ïåðåáîðîì.

Â-2

Ìàøà ïëîòíî óëîæèëà 220 îäèíàêîâûõ øàðîâ â âèäå ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû.
Ñêîëüêî øàðîâ ëåæèò â îñíîâàíèè?

Îòâåò: 55

Â-3

Ìàøà ïëîòíî óëîæèëà 286 îäèíàêîâûõ øàðîâ â âèäå ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû.
Ñêîëüêî øàðîâ ëåæèò â îñíîâàíèè?

Îòâåò: 66

Â-4

Ìàøà ïëîòíî óëîæèëà 364 îäèíàêîâûõ øàðîâ â âèäå ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû.
Ñêîëüêî øàðîâ ëåæèò â îñíîâàíèè?

Îòâåò: 78

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå. Ìàøà ïëîòíî óëîæèëà
1
6
n(n + 1)(2n + 1) îäèíàêîâûõ øàðîâ â âèäå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû. Ñêîëüêî
øàðîâ ëåæèò â îñíîâàíèè?

Îòâåò: n2.
Ðåøåíèå. Â îñíîâàíèè ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû âûñîòîé â n ðÿäîâ ëåæèò n2 øàðîâ. Òîãäà

âñåãî øàðîâ â ïèðàìèäå
∑n

k=1 k
2 = 1

6
n(n+ 1)(2n+ 1). Ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó ïåðåáîðîì.

Â-5 Ìàøà ïëîòíî óëîæèëà 506 îäèíàêîâûõ øàðîâ â âèäå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé
ïèðàìèäû. Ñêîëüêî øàðîâ ëåæèò â îñíîâàíèè?

Îòâåò: 121
.

Â-6 Ìàøà ïëîòíî óëîæèëà 650 îäèíàêîâûõ øàðîâ â âèäå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé
ïèðàìèäû. Ñêîëüêî øàðîâ ëåæèò â îñíîâàíèè?

Îòâåò: 144
.

Â-7 Ìàøà ïëîòíî óëîæèëà 819 îäèíàêîâûõ øàðîâ â âèäå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé
ïèðàìèäû. Ñêîëüêî øàðîâ ëåæèò â îñíîâàíèè?

Îòâåò: 169
.

Â-8 Ìàøà ïëîòíî óëîæèëà 1015 îäèíàêîâûõ øàðîâ â âèäå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé
ïèðàìèäû. Ñêîëüêî øàðîâ ëåæèò â îñíîâàíèè?



Îòâåò: 196
.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå

Îòáîðî÷íûé ýòàï 2020/21 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 10�11 êëàññîâ

Çàäà÷à 4.

Â-1

Äèàãîíàëè AC è BD âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, ðàâíûå 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî, ïå-
ðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 75◦. ×åìó ðàâíà ñóììà êâàäðàòîâ äëèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà?

Îòâåò: 12,5

Ðåøåíèå. Êàæäûé òàêîé îòðåçîê íàõîäèòñÿ ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà, ñî-
åäèíÿþùåãî òðè ñåðåäèíû ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Â íåì äâå ñòîðîíû ðàâíû ïîëîâèíêàì
äèàãîíàëåé, à óãîë ñîâïàäàåò ñ óãëîì ìåæäó äèàãîíàëÿìè èëè äîïîëíÿåò åãî äî 180◦. Ïðè ýòîì
ñóììà êâàäðàòîâ äëèí îòðåçêîâ íà ñàìîì äåëå íå çàâèñèò îò óãëà ìåæäó äèàãîíàëÿìè.

Â-2

×åìó ðàâíà ñóììà êâàäðàòîâ äëèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-
ðîí âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KLMN , åñëè äèàãîíàëè KM è LN ýòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
ðàâíû 12 è 5 ñîîòâåòñòâåííî è ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 15◦?

Îòâåò: 84,5

Â-3

Äèàãîíàëè AC è BD âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, ðàâíûå 5 è 4 ñîîòâåòñòâåííî,
ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 22,5◦. ×åìó ðàâíà ñóììà êâàäðàòîâ äëèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðå-
äèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà?

Îòâåò: 20,5

Â-4

×åìó ðàâíà ñóììà êâàäðàòîâ äëèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-
ðîí âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KLMN , åñëè äèàãîíàëè KM è LN ýòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
ðàâíû 7 è 6 ñîîòâåòñòâåííî è ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 67,5◦?

Îòâåò: 42,5

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå.
Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD òî÷êàM ëåæèò íà ñòîðîíå BC òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàäèóñ îêðóæ-

íîñòè, âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèêAMCD, ðàâåí a. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêàABCD,
åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABM , ðàâåí b.

ßñíî, ÷òî |AB| = |CD| = 2a. Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îïèñàííîãî îêîëî
îêðóæíîñòè è ôîðìóëó äëèíû ðàäèóñà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê,
èìååì

|MC|+ |AD| = 2a+ |AM |, 2b = 2a+ |BM | − |AM |,



îòêóäà èìååì |MC|+ |AD|+ 2b = 4a+ |BM |, à òàê êàê |AD| = |BM |+ |MC|, òî

|MC| = 2a− b = |AF |.

Çíà÷èò, 2a− b+ |AD| = 2a+ |AM |, |AM | = |AD| − b. Êðîìå òîãî,

|BM | = |BC| − |MC| = |AD| − 2a+ b.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà ABM èìååì

4a2 + (|AD| − 2a+ b)2 = (|AD| − b)2 ⇔ 8a2 − 4ab− (4a− 2b) · |AD| = −2b · |AD| ⇔

⇔ |AD| = 2a2 − ab
a− b

.

Îòâåò:
4a3 − 2a2b

a− b
.

Â-5 Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD òî÷êà M ëåæèò íà ñòîðîíå BC òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàäèóñ
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèê AMCD, ðàâåí 3. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà
ABCD, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABM , ðàâåí 1.

Îòâåò: 45
.

Â-6 Â ïðÿìîóãîëüíèêå PQRS òî÷êà T ëåæèò íà ñòîðîíå QR òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàäèóñ
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèê PTRS, ðàâåí 3. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà
PQRS, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê PQT , ðàâåí 2.

Îòâåò: 72
.

Â-7 Â ïðÿìîóãîëüíèêå KLMN òî÷êà A ëåæèò íà ñòîðîíå LM òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàäèóñ
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèêKAMN , ðàâåí 4. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà
KLMN , åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê KLA, ðàâåí 2.

Îòâåò: 96
.

Â-8 Â ïðÿìîóãîëüíèêå EFGH òî÷êà K ëåæèò íà ñòîðîíå FG òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàäèóñ
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ÷åòûðåõóãîëüíèê EKGH, ðàâåí 4. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà
EFGH, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê EFK, ðàâåí 3.

Îòâåò: 160
.
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Çàäà÷à 5.

Â-1

Îòðåçêè äâóõ ïðÿìûõ, çàêëþ÷¼ííûå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, îòíîñÿòñÿ
êàê 5 : 9, à îñòðûå óãëû ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè è îäíîé èç ïëîñêîñòåé � ñîîòâåòñòâåííî êàê
2 : 1. Íàéäèòå êîñèíóñ ìåíüøåãî èç óãëîâ.

Îòâåò: 0,9

Ðåøåíèå. Åñëè h � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, à α � ìåíüøèé èç óãëîâ, òî äëèíû
îòðåçêîâ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî h/ sin 2α è h/ sinα. Ïîýòîìó

sinα

sin 2α
=

5

9
, îòêóäà cosα =

sin 2α

2 sinα
=

9

10
.

Â-2

Îòðåçêè äâóõ ïðÿìûõ, çàêëþ÷¼ííûå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, îòíîñÿòñÿ
êàê 5 : 8, à îñòðûå óãëû ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè è îäíîé èç ïëîñêîñòåé � ñîîòâåòñòâåííî êàê
2 : 1. Íàéäèòå êîñèíóñ ìåíüøåãî èç óãëîâ.

Îòâåò: 0,8

Â-3

Îòðåçêè äâóõ ïðÿìûõ, çàêëþ÷¼ííûå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, îòíîñÿòñÿ
êàê 2 : 3, à îñòðûå óãëû ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè è îäíîé èç ïëîñêîñòåé � ñîîòâåòñòâåííî êàê
2 : 1. Íàéäèòå êîñèíóñ ìåíüøåãî èç óãëîâ.

Îòâåò: 0,75

Â-4

Îòðåçêè äâóõ ïðÿìûõ, çàêëþ÷¼ííûå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, îòíîñÿòñÿ
êàê 4 : 7, à îñòðûå óãëû ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè è îäíîé èç ïëîñêîñòåé � ñîîòâåòñòâåííî êàê
2 : 1. Íàéäèòå êîñèíóñ ìåíüøåãî èç óãëîâ.

Îòâåò: 0,875 ≈ 0,88

Â-5 Òðè ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ ñôåðû êàñàþòñÿ òàêæå ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè
5, 6, 7 â âåðøèíàõ ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñîâ ýòèõ òð¼õ ñôåð.

Îòâåò: 26.25

Ðåøåíèå. Ïóñòü òðè øàðà êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè è ïîïàðíî äðóã äðóãà. Íàéäåì ñîîòíîøå-
íèå ìåæäó ïðîèçâåäåíèåì äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè êàñàíèÿ øàðîâ ñ
ïëîñêîñòüþ, è ïðîèçâåäåíèåì ðàäèóñîâ øàðîâ.

Ïóñòü Oa, Ob, Oc � öåíòðû øàðîâ, èõ ðàäèóñû � rA, rB, rC , îíè êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè â òî÷-
êàõ A,B,C è AB = c, BC = a, CA = b. Òî÷êè ABOBOA îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíóþ òðàïåöèþ
ñî ñòîðîíàìè AB = c, BOB = rB, AOA = rA, OBOA = rA + rB, îñíîâàíèÿ êîòîðîé � BOB

è AOA, ïðè÷¼ì BOB ⊥ AB, AOA ⊥ AB. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, rB > aA. Ïðîâåä¼ì èç
OA ê ñòîðîíå BOB âûñîòó OAD. Òî÷êè AOADB îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê, è OAD = AB = c.
OBD = rB − rA, è äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OADOB ìîæíî íàïèñàòü òåîðåìó Ïèôà-
ãîðà: c2 = (rA + rB)

2 − (rA − rB)
2, è, çíà÷èò, c = 2

√
rArB. Ðàññìàòðèâàÿ äðóãèå ïàðû øàðîâ,

àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì b = 2
√
rArC è a = 2

√
rBrC . Ïîýòîìó abc = 8rArBrC .



Â-6 Òðè ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ ñôåðû êàñàþòñÿ òàêæå ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè
7, 8, 9 â âåðøèíàõ ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñîâ ýòèõ òð¼õ ñôåð.

Îòâåò: 63

Â-7 Òðè ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ ñôåðû ðàäèóñîâ 3, 5 è 6 êàñàþòñÿ òàêæå ïëîñêîñòè òðåóãîëü-
íèêà â âåðøèíàõ ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ñòîðîí ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Îòâåò: 720

Â-8 Òðè ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ ñôåðû ðàäèóñîâ 2, 4 è 7 êàñàþòñÿ òàêæå ïëîñêîñòè òðåóãîëü-
íèêà â âåðøèíàõ ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ñòîðîí ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Îòâåò: 448
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Çàäà÷à 6.

Â-1

Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) =
x

x2 + 9
+

1

x2 − 6x+ 21
+ cos 2πx.

Îòâåò îêðóãëèòå äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.
Îòâåò: 1,25

Ðåøåíèå. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

x

x2 + 9
6

1

6
,

1

x2 − 6x+ 21
=

1

(x− 3)2 + 12
6

1

12
, cos 2πx 6 1.

Âñå ýòè íåðàâåíñòâà ñòàíîâÿòñÿ îäíîâðåìåííî ðàâåíñòâàìè òîëüêî ïðè x = 3.

Â-2

Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) =
x

x2 + 16
+

1

x2 − 8x+ 17
+ cos πx.

Îòâåò îêðóãëèòå äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.
Îòâåò: 2, 125 ≈ 2,13

Â-3

Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) =
x

x2 + 25
+

1

x2 − 10x+ 32
+ cos 2πx.

Îòâåò îêðóãëèòå äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.
Îòâåò: 87

70
≈ 1,24

Â-4

Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) =
x

x2 + 36
+

1

x2 − 12x+ 37
+ cos πx.

Îòâåò îêðóãëèòå äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.
Îòâåò: 2,08
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Çàäà÷à 7.

Â-1

Íàéäèòå âñå òàêèå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå x2 + 2ax = 8a èìååò
äâà ðàçëè÷íûõ öåëûõ êîðíÿ. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ òàêèõ a, ïðè íåîáõîäèìîñòè
îêðóãëèâ äî ñîòûõ.

Îòâåò: 506,25

Ðåøåíèå. Åñëè x1 è x2 êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî x1 + x2 = −2a, x1x2 = −8a. Ïîýòîìó
x1x2 − 4(x1 + x2) = 0, òî åñòü (x1 − 4)(x2 − 4) = 16. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, x1 6 x2. Òîãäà
âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû (ñì. òàáëèöó)

(x1 − 4) = −16 −8 −4 1 2 4
(x2 − 4) = −1 −2 −4 16 8 4
x1 = −12 −4 0 5 6 8
x2 = 3 2 0 20 12 8
a = 4.5 1 0 −12.5 −9 −8

Èñêëþ÷àåì âàðèàíòû a = 0 è a = −8, ïîòîìó ÷òî ïðè íèõ êîðíè îäèíàêîâû. Îñòàþòñÿ çíà÷åíèÿ
a = 4.5, a = 1, a = −9, a = −12.5.

Â-2

Íàéäèòå âñå òàêèå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå x2 − 4ax = 16a èìååò
äâà ðàçëè÷íûõ öåëûõ êîðíÿ. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ òàêèõ a, ïðè íåîáõîäèìîñòè
îêðóãëèâ äî ñîòûõ.

Îòâåò: 31,64

Â-3

Íàéäèòå âñå òàêèå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå x2 + 2ax = −8a èìååò
äâà ðàçëè÷íûõ öåëûõ êîðíÿ. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ òàêèõ a, ïðè íåîáõîäèìîñòè
îêðóãëèâ äî ñîòûõ.

Îòâåò: 506,25

Â-4

Íàéäèòå âñå òàêèå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå x2 − 4ax = −16a èìååò
äâà ðàçëè÷íûõ öåëûõ êîðíÿ. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ òàêèõ a, ïðè íåîáõîäèìîñòè
îêðóãëèâ äî ñîòûõ.

Îòâåò: 31,64
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Çàäà÷à 8.

Â-1

Âíóòðè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà ðàñïîëîæåíî 100 òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå òðè èç ýòèõ n+100
òî÷åê íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ìíîãîóãîëüíèê ðàçðåçàåòñÿ íà òðåóãîëüíèêè, âåðøèíàìè
êàæäîãî èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 3 èç äàííûõ n+ 100 òî÷åê. Ïðè êàêîì ìàêñèàëüíîì çíà÷åíèè n
íå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ áîëåå 300 òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò: 102

Ðåøåíèå. Åñëè êàæäàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé êàêîãî-òî òðåóãîëüíèêà, òî ñóììà óãëîâ
âñåõ ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíà 180◦·(n−2)+360◦·100 = 180◦·(n−2+200) = 180◦·(n+198).

Çíà÷èò, ïîëó÷àåòñÿ 180◦·(n+198)
180◦

= n + 198 òðåóãîëüíèêîâ. Åñëè êàêàÿ-òî èç òî÷åê â ðàçðåçàíèè
íå ó÷àñòâóåò, òî òðåóãîëüíèêîâ áóäåò ìåíüøå. Çíà÷èò, n+ 198 6 300, n 6 102.

Â-2

Âíóòðè âûïóêëîãî 200-óãîëüíèêà ðàñïîëîæåíî n òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå òðè èç ýòèõ n+200
òî÷åê íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ìíîãîóãîëüíèê ðàçðåçàåòñÿ íà òðåóãîëüíèêè, âåðøèíàìè
êàæäîãî èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 3 èç äàííûõ n+ 200 òî÷åê. Ïðè êàêîì ìàêñèàëüíîì çíà÷åíèè n
íå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ áîëåå 400 òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò: 101

Â-3

Âíóòðè âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà ðàñïîëîæåíî 200 òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå òðè èç ýòèõ n+200
òî÷åê íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ìíîãîóãîëüíèê ðàçðåçàåòñÿ íà òðåóãîëüíèêè, âåðøèíàìè
êàæäîãî èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 3 èç äàííûõ n + 200 òî÷åê. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n íå ìîæåò
ïîëó÷èòüñÿ áîëåå 600 òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò: 202

Â-4

Âíóòðè âûïóêëîãî 100-óãîëüíèêà ðàñïîëîæåíî n òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå òðè èç ýòèõ n+100
òî÷åê íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ìíîãîóãîëüíèê ðàçðåçàåòñÿ íà òðåóãîëüíèêè, âåðøèíàìè
êàæäîãî èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 3 èç äàííûõ n + 100 òî÷åê. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n íå ìîæåò
ïîëó÷èòüñÿ áîëåå 500 òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò: 201
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Çàäà÷à 9.

Â-1

Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè 10 ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ãðàôèê y = P (x) öåëèêîì
ëåæèò âûøå îñè Ox. Ìíîãî÷ëåí −P (x) ðàçëîæèëè íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè (òî åñòü òàêèå
ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåïîñòîÿííûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ). Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x = 2020 âñå ïîëó÷åííûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ïðèíèìàþò
çíà÷åíèå −3. Íàéäèòå P (2020).

Îòâåò: 243

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ãðàôèê y = P (x) öåëèêîì ëåæèò âûøå îñè Ox, òî ó
ìíîãî÷ëåíà P (x) íåò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû
â ðàçëîæåíèè èìåþò ñòåïåíü 2, à èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî 5. Òàê êàê ó ìíîãî÷ëåíà −P (x) áóäåò
òàêîå æå êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè, è âñå îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå
−3 â òî÷êå x = 2020, òî −P (2020) = (−3)5 = −243. Îòñþäà P (2020) = 243.

Â-2

Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè 12 ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ãðàôèê y = P (x) öåëèêîì
ëåæèò âûøå îñè Ox. Ìíîãî÷ëåí P (x) ðàçëîæèëè íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè (òî åñòü òàêèå
ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåïîñòîÿííûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ). Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x = 2020 âñå ïîëó÷åííûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ïðèíèìàþò
çíà÷åíèå −3. Íàéäèòå P (2020).

Îòâåò: 729

Â-3

Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè 20 ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1. Ãðàôèê y = P (x) öåëèêîì
ëåæèò âûøå îñè Ox. Äàííûé ìíîãî÷ëåí ðàçëîæèëè íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè (òî åñòü òà-
êèå ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåïîñòîÿííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ). Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x = 2020 âñå ïîëó÷åííûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ïðèíè-
ìþò çíà÷åíèå 2. Íàéòè P (2020).

Îòâåò: 1024

Â-4

Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè 18 ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì −1. Ãðàôèê y = P (x) öåëè-
êîì ëåæèò íèæå îñè Ox. Ìíîãî÷ëåí P (x) ðàçëîæèëè íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè (òî åñòü
òàêèå ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåïîñòî-
ÿííûõ ìíîãî÷ëåíîâ). Èçâåñòíî, ÷òî ïðè x = 2020 âñå ïîëó÷åííûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû
ïðèíèìþò çíà÷åíèå −2. Íàéòè P (2020).

Îòâåò: −512

Â-5

Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

x2 − 210x+ 11000
2021
√
x2021 − 420x2020

> 1.

Îòâåò: 421
.



Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå, óêàçàâ îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû a, b, c: Íàéäèòå
íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

x2 − (a+ b)x+ ab
2021
√
x2021 − cx2020

> 1.

Ñ÷èòàåì, ÷òî a, b, c íàòóðàëüíûå ÷èñëà, 1 6 a < b < a+ 2
√
a, c > a+ b, b < 2020c

2021
.

Ðåøåíèå ëåæèò â îáëàñòè x ∈ (a, b) ∪ (c,+∞).
Îáîçíà÷èì: f(x) = x2 − (a+ b)x+ ab, g(x) = x2021 − cx2020.
Ïîêàæåì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå (a, b) ðåøåíèé íåò. Äëÿ x ∈ (a, b)

f(x) 6 |ab− (a+ b)2

4
| = 1

4
(a− b)2.

Ôóíêöèÿ g óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå (0; 2020c
2021

). Ïîýòîìó íà ïðîìåæóòêå (a, b) âûïîëíåíî

|g(x)| > |g(a)| = (c− a)a2020 > a2021,

Èòîãî â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñòîèò âåëè÷èíà, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ

1

4

(b− a)2

a
,

÷òî ìåíüøå 1, òàê êàê 1
4
(b−a)2

a
< 1 ⇔ b < a+ 2

√
a.

Íà ïðîìåæóòêå (c, c+ 1) öåëûõ ðåøåíèé íåò.
Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé x > c+ 1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

x− (a+ b) + ab
x

2021
√
1− c

x

> 1,

Â ñèëó óñëîâèÿ c > a+ b ÷èñëèòåëü áîëüøå 1. Çíàìåíàòåëü æå ìåíüøå 1, ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü
íåðàâåíñòâà áîëüøå 1.

Îòâåò: c+ 1

Â-6

Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

x2 − 171x+ 7290
2021
√
x2021 − 215x2020

> 1.

Îòâåò: 216
.

Â-7

Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

x2 − 251x+ 15730
2021
√
x2021 − 374x2020

> 1.

Îòâåò: 375
.

Â-8

Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

x2 − 294x+ 21600
2021
√
x2021 − 517x2020

> 1.

Îòâåò: 518
.



Â-9

Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

x2 − 210x+ 11000
2021
√
x2021 − 425x2020

> 1.

Îòâåò: 426
.

Â-10

Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

x2 − 171x+ 2290
2021
√
x2021 − 219x2020

> 1.

Îòâåò: 220
.

Â-11

Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

x2 − 251x+ 15730
2021
√
x2021 − 379x2020

> 1.

Îòâåò: 380
.

Â-12

Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

x2 − 294x+ 21600
2021
√
x2021 − 519x2020

> 1.

Îòâåò: 520
.
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Çàäà÷à 10.

Â-1

Ìíîæåñòâî A íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 = 2x + 2y + 23. Ìíîæåñòâî B
íà òîé æå ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì |x − 1| + |y − 1| = 5. Ìíîæåñòâî C � ïåðåñå÷åíèå
ìíîæåñòâ A è B. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå äëèí n îòðåçêîâ
XY1 ·XY2 ·XY3 · . . . ·XYn, ãäå òî÷êà X � ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà A, à òî÷êè
Y1, Y2, Y3, . . . , Yn � âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C.

Îòâåò: 1250

Ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî A åñòü (x−1)2+(y−1)2 = 25, òî åñòü ýòî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì (1; 1)
è ðàäèóñîì 5. Ìíîæåñòâî B åñòü êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (-4; 1), (1; 6), (6; 1), (1; -4). Öåíòð êâàä-
ðàòà � òî÷êà (1; 1), äèàãîíàëè êâàäðàòà ðàâíû 10, ñòîðîíû ðàâíû 5

√
2. Ìíîæåñòâî C ñîñòîèò

èç 4-õ òî÷åê íà îêðóæíîñòè: ( -4; 1), (1; 6), (6; 1), (1; -4), îíè æå âåðøèíû âïèñàííîãî êâàäðà-
òà. Îáîçíà÷èì èõ Y1, Y2, Y3, Y4. Åñëè òåïåðü âçÿòü òî÷êó X íà äóãå Y2Y3 (äëÿ îïðåäåëåííîñòè),
îáîçíà÷èòü ðàññòîÿíèå îò X äî ïðÿìîé Y1Y2 ÷åðåç a, è ó÷åñòü, ÷òî ∠Y2XY1 = ∠Y2OY1

2
= 45◦, òî

ïîëó÷èì: XY1 ·XY2 = XY1·XY2·2 sin 45◦

2 sin 45◦
= SXY1Y2 · 2

sin 45◦
= Y1Y2·a

2
· 2·2√

2
= 5

√
2·a
2
· 4√

2
= 10a. Àíàëîãè÷íî

XY3 ·XY4 = 10(5
√
2− a). Òîãäà XY1 ·XY2 ·XY3 ·XY4 = 100a(5

√
2− a). Ìàêñèìóì ýòîé êâàäðà-

òè÷íîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè a = 5
√
2

2
è ðàâåí 1250. Çàìåòèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà

X íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå äóãè Y2Y3 (èëè ëþáîé èç òðåõ îñòàëüíûõ äóã).

Â-2

Ìíîæåñòâî A íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 = 2x + 2y + 14. Ìíîæåñòâî B
íà òîé æå ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì |x − 1| + |y − 1| = 4. Ìíîæåñòâî C � ïåðåñå÷åíèå
ìíîæåñòâ A è B. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå äëèí n îòðåçêîâ
XY1 ·XY2 ·XY3 · . . . ·XYn, ãäå òî÷êà X � ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà A, à òî÷êè
Y1, Y2, Y3, . . . , Yn � âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C.

Îòâåò: 512

Â-3

Ìíîæåñòâî A íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 = 2x + 2y + 7. Ìíîæåñòâî B
íà òîé æå ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì |x − 1| + |y − 1| = 3. Ìíîæåñòâî C � ïåðåñå÷åíèå
ìíîæåñòâ A è B. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå äëèí n îòðåçêîâ
XY1 ·XY2 ·XY3 · . . . ·XYn, ãäå òî÷êà X � ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà A, à òî÷êè
Y1, Y2, Y3, . . . , Yn � âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C.

Îòâåò: 162

Â-4

Ìíîæåñòâî A íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 = 2x− 2y + 34. Ìíîæåñòâî B
íà òîé æå ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì |x − 1| + |y + 1| = 6. Ìíîæåñòâî C � ïåðåñå÷åíèå
ìíîæåñòâ A è B. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå äëèí n îòðåçêîâ
XY1 ·XY2 ·XY3 · . . . ·XYn, ãäå òî÷êà X � ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà A, à òî÷êè
Y1, Y2, Y3, . . . , Yn � âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C.

Îòâåò: 2592
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